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GEOMETRIA ELEMENTAL

Ligera resena historiea

15l origen de la Geometria se pierde con el tiempo
en ln antiziedad. las nociones de perpendicnlaridad
v paralelismo; las propiedades mds elementales del
eirenlo, relativas & sus didmetros, sns cuerdas y sus
tangentes, asi como las primeras nociones de la esfe-
ra, eran familiares a los egipeios. Los historiadores
oriegos nos ensenan que el Egipto fué la cana de la
Feometria, naciendo de la necesidad de medir las
superficies agravias O de encontrar los limites de las
propiedades, despnés de las inundaciones del Nilo.
Sin embargo, puede aceptarse que la historia de la
Geometria prineipia con Thales de Mileto, nacido en
Fenicia el ano 639 antes de J. C., que fundd en Mileto
la escuela Joniea y & quien se atribuye la observa-
cion que forma la base de la semejanza de los tridn-
gulos equiangulon, de que sus lados son respectiva-
mente proporcionales.

Pitdgoras, nocido hdcia el ano 5830 antes de J, C,,
fué discipulo de Thales: fundd la escuela que lleva
sunombre y 4 ¢l se debe el conovido y célebre teo-
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rema del enadrado de la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo.

Uno de los sucesores de Pitdgoras fué Architas,
Platon (430 & 347) siguiendo en Italia sus primeras
lecciones, fundd la escuela platémica. Los resultados
de las investigaciones de los gedmetras de esta escue-
la fueron reunidos y ordenados por Aristeo, nacido
hiicia el ano 330 antes de J. C. En esta época debe-
mos citar los tratados de Geomelria elemental de los
gedmetras griegos; Hippderates de Chio, Eudosio y
Theetete, que pronto la Geometria de Euclides debia
hacer olvidar.

Vienen Inego los trabajos de los mds célebres
gedmetras de la antigiiedad: Euclides, Arquimedes
¥ Apollonius de Perge.

Euclides, célebre gedmetra griego, nacido hécia
el ano 315 antes de J. C., di6 gran impnlso 4 la
Geometria, legindonos, ademas de muchos otros
trabajos cientificos, sus Elemenfos que se conser-
van hasta nuoestros dins como  un modelo, tanlo
por la forma de las demostraciones, como por el
encadenamiento de los teoremas. Fué él quien
introdujo. en los FElementos, el método conocido
con el nombre de reduccion al absurdo.

Arquimedes (287 4 212) parece ser el primer
gedmetra de la antigiiedad que entrevié la doble
significacion, concreta y métrica, de las foérmulas
que traducen los enunciados de los teoremas de
Geometria relativos 4 la comparaciin de las dreas.
Nos legd también la relacidn aproximada % de la
razon de la circunferencia al didmetro,

Cuando los romanos dirigieron sus armas contra
Siracusa, Arquimedes se puso 4 la cabeza de la
defensa, y sorprende ver como la ciencia de un
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solo hombre tuvo en jague, durante tres anos, i
la armada de Marcellus. Cuando lograr mn entrar por
sorpresa en la cindad, estaba Argnimedes tan abs-
traido en la resolucion de un problema de Geometria
que no sabia lo que pasaba. Un soldado romano se
introduce en sn casa y le intima gue lo siga, Arqui-
medes le suplica que lo deje terminar su operacion,
lo enal impacienta al soldado que lo traspasa con
su esnada.

Marcellus, lamentando la muerte de este gran sd-
bio, le manda constrniv nna tumba sobre la cnal,
satisfaciendo el deseo de Arquimedes, se coloca una
esfera inserita en un cilindro.

Apenas desaparece Arguimedes bajo las ruinas de
Siracusa, cunndo brilla en Alejandria Apollonius,
que nacid hdcia el ano 245 antes de J. C., y adqguiere
tanta gloria aungue en otro sentido. Arquimedes
teat Ia rama de la Geometria en gue se comparan
las wagnitndes de la misma naturaleza, mientras que
Apollonius hizo progresar, de una manera andloga,
Ja rama que trala especialmente de las propiedades
de las figuras. Sus ocho libros sobre las ednicas, con-
sideradas en el cono oblicno, donde se encierran
sus propiedades mis interesantes, hicieron que se
le Hamara of gedinetra por excelencia.

Citaremos también & Eratosthenes nacido 276 aiios
antes de J. C. que precedid & Apollonius de varios
afnos. Este sabio fué director de la Biblioteca de Ale-
jandria conservindose de él una historia de la dupli-
cacinn del cubo.

Hypsicle (170 afos antes de J. C.) nos dejo un
tratado sobre los cinco poliedros regulares. que en la
mayor parie de los mannseritos se encuentra agrega-
do & los Elementos de Euclidvs.
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Nicomedes ( 160 afios antes de J. C.) silo nos es
conoecido por la invencidn de la enrva Hamada con-
chaide que empleaba en la resolucidn del problemna
de la {riseccion del dngnlo.

A partir de la época en que figurd Nicomedes, hasta
la era cristiana, brillan, particularmente en Astrone-
min: Hiparco, Germinus, Perseus, Theodosio y Me-
nelaiis.

Hiparco descubrid la Trigonometria, aungue no
estudiara sino los tridngulos rectangulvs,

Germinus (150 anos antes de J. C.) & quien se
atribuyen dos obras: una referente & la hélice y la
otra que debid ser una Historia de la Geometria,

Persens (140 anos antes de J. C.) autor de un tra--

trado de las secciones del forp, obra que se supone
perdida.

Theodosio (130 anos antes de J. C.) & guien se
deben tres tratados elementales: uno relativo 4 la
esfera, otro & los climas y el tercero 4 la ignaldad de
los dias y las noches.

A Menelaiis (50 anos antes de J, C.) se dibe el
teorema célebre de los seis segmentos que una trans-
versal cualguiera determina sobre los lados de un
triangnlo, teorema que durante mucho tiempo se atri-
buyd 4 Prolomeo nacido el ano 100 de nuestra era.

Una serie de¢ teoremas viene posteriormente, lla-
mados & ser de una gran importancia en la ciencia y
que con probabilidad se deben & Pappus, nacido en
Alejandria el ano 350 de la era cristiana; Serenus,
contempordnen de Pappus, puso de manifiesto In
ilentidad de las seceiones del cono y cilindro; y Pro
clus (412 4 485) la generacidn de la elipse por el
movimiento de un punto de una recta de longituwl
constante que resbala sobre dos rectas fijas.
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Las obras notables que encontramos despnés son:
las de Diophanto y sus diseipulos, principalmente de
Herdn de Alejandria. nacido hdcia el anp 550, autor
del primer tratado de Agrimensura.

Diophanto, verdadero genio, fué el precursor de
Viete. Porlos enunciados de los problemas de Arit-
mética v Algebra, se ve que ellos fueron tomados de
los enunciados de los de Geometria contenidos en
los Elementos de Euclides, estando ordenados casi
en la misma forma, Puede decirse, que é fué el
modelo de los gedmetras drabes, Leonardo de Pisa
(1170 4 1220) y Tartaglia, formando el lazo de union
entre los gedmetras antiguos y los modernos.

Desde Herdn hasta Viete {1540 4 1603) se entroni-
za ¢l método algebrdico en la Geometria.

Después del saquen de Alejandria por (Jmar, que
incendit su rica y vasta Biblioteca, calentando, al
decir de Cantu, el agua de los bafios piblieos con los
manuseritos, la ciencia se refugid en la India. Bra-
hme-Gupta (600 afo I, C.) fué el primero y mas
ilustre de los representantes de la escuela Indn-
drabe.

La aplicacion del Algebra 4 Ia Geometrfa se intro-
dujo en Europa por Leonardo de Pisa, siendo cultiva-
da: por Regiomontanus (1436 & 14700; por Lueas
de Burgo (1460 4 1523) y Carddn (1501 4 1576).

Viete imprimi6 un eardeter definido & ln aplicacion
del Algebra & la Geometria y puede decirse que sus
trabajos caronaron la obra de mds de quince siglos,
pero se reservaba 4 Descartes la gloria de dar la 1l
{ima mano & la obra.

En este fiempo aparecen, Neper (1550 4 1618}, in-
ventor de los logaritmoes, ¥y Copérnico que se dedicd
especialmente & la Astronomia.
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Los grandes nombres de Kepler, de Galileo y de
Cabalieri, aparecen en la Historia.

Kepler (1571 a4 1631), uno de los creadores de la
Astronomia moderna, llamd la atencidn en esta cien-
cia, siendo curivso observar que su método para la
representaciion grifica de las circunstancias de una
eclipse, se acerca singularmente 4 los procedimientos
de la Grometria deseriptiva de Monge.

Gralileo (1564 & 1642) s6lo es conocido en Geome-
tria por el deseubrimiento de la enrva Hamadu sicloi-
de, de la enal no encontrd, sin embargo, ninguna
de sus importantes propiedades. Este sabio, que pro-
dujo una revolueién en la ciencia astrondimica levan-
tando grandes resistencias entre sus contemporineos,
lamado & comparecer en 1633 ante el Tribunal del
Santo Oficio, fué compelido & abjurar de sus doetri-
nas, pronunciando sus jueces la siguiente sentencia
digna de recordarse:

« Sostener que el Sol estd inmdvil en el eentro del
« mundo es una opinion absurda, falsa en filosofia
« v formalmente herética ; sostener gue la tierra no
<« esti en el centro del mundo, que no estd inmdvil y
« que estd animada de nm movimiento de rotacion,
« es también nna proposicion absurda, falsa en filo-
« gofia y no menos erronea enla fés.

En enanto 4 la (rase tradicional E pur si muove!
ha sido necesario reconocer, gue si bien pudo pen-
sarla, no la pronuncid delante de sus jueces que no
lo comprendian y que eran sus declarados enemigos.

Cabalieri L1595 & 1647), publicé en 1635 su Greo-
metria de los indivisibles y sus Iljercicios geométricos
que aparecieron en 1647 y contienen las demostracio-
nes del famoso teorema de Guldin y de los teoremas
que Kepler no habia podido obtener.
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Los notables trabajos que debian inmortalizar 4
Descartes, Fermat, Roberbal, Desargnes, Pascal,
Huygens, Wallis y Barrow, vienen en segnida.

René Descartes (1596 & 1650) hizo grandes traba-
jos en la eciencia, de los cuales solo se conserva
intacta su Geometria. No indiea él sino somern-
mente, el modo como aplieaba el cdlenlo al estudio
de las relaciones geométricas, no comprendiendo sus
comentadores lo novedad y sencillez de su sistema,

Descartes dice: «Todos los problemas de Geome-
« tria se pueden reduecir & tales términos. que no
< serd necesario para consirnirlos sino el conoei-
« miento de la longitud de algunas lineas rectas», El
mas bello titulo que tiene Descarles en esta ciencia es
su (Geometria Analitica, donde refiere el estudio de
Ins eurvas al de las ecuaciones que las representan.
Toda curva plana puede considerarse como engen-
drada por un punto. mévil que signe una cierta ley;
v & los medios de fijar su posicidn, en un instante
enalqniera, llamd Descartes, coordenadas del pimio
mdvil, 1as que varian en su naturaleza de una enrva
a otra,

Dlds Pascal (1623 4 1662), 4 quien por su tierna
edad prohibiera su padre el estudio de las matemd-
ticas. le preguntd un din. cudl era el objeio de la
Geometria, contestindosele vagamente, que era el
arte de construir las figuras, de éncontrar su medida
v de conocer las relaciones entre sus partes  Esto
nastd 4 Pascal para obtener, con la sola reflexion,
las 31 primeras proposiciones de Euclides y cnando
se ocupaba en buscar la signiente, relativa d la snmna
le los dngulos de un tridngulo, le sorprendio su
sadre, en medio de multitud de figuras geométricas
jue habia trazado sobre el pavimento. Interrogin-
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dolo y de cuestion en euestion, le arrancd el seereto
de su prodigioso trabajo. Permitidle entonces la
lectura de las obras de Enclides, que hizo sin dificul-
tad y sin aynda alguna. A los 16 anos de edad com-
puso un tratadoe de las secciones conicas, que Deseartes
se resistio @ ereer fnera ln obra de un adolescente,

Christinn Hoygens (1629 & 1695) gedmetra, fisico
y astrénomo holandés, se estrena en 1651 con un
tratado sobre la cuadratura del circulo, de ln elipse
¥ de la hipérbola, haciendo progresar & la Geome-
trin. al mismo tiempo que hacia grandes descubri-
"mientos en la Fisiea y en la Astronomia.

Jolin Wallis (1616 4 1703), eélebre gedmetra in-
gleés, fué catedritico de Geometrin en la Universi-
dad de Oxford. Su tratado analitico de las seceio-
nes conicas, primera obra donde estas enrvas han
sido consideradas como del 2° grado, segin el
métado de las coordenadas ecartesianas, contiene
todas las propiedades de estas lineas que se dedu-
cen de su definicién analitica. Pero la gran obra
de Wallis es su dvitmética delos infinitos, que hizo
progresar notablementie 4 la Geometria, en todas
las cuestiones que son hoy del dominio del Cileulo
[ntegial,

Isane Barrow (1630 4 1677), gedmetra inglés y
profesor de matemdticas en la Universidad de Cam-
brige, tuvo como discipulo al gran Newton 4 quien
posteriormente dejd su cdtedra. Contribuyd con sus
trabajos al progreso de la ciencia, tradueiendo en
pequenos volimenes los tratados de Euelides, de Ar-
gquimedes, de Apollonius y de Theodosio. Se le con-
sidera como inventor del tridngulo diferencial de
donde se deduce inmediatamente la sub-tangente de
ina curva cualquiera,
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En un largo periodo, la Geometrin se enrviguece
con el método de los iseperimetros de Bernouilli
(1654 & 1708); con el notable teorema de Newton
(1642 4 1727), sobre la generacion de todas las cur-
vas del tercer orden: con el teorema de Maclaurin
(1698 4 1746) sobre la atraccion de un elipsoide;
con la teoria de las curvas de doble curvatura debi-
da & Clairaut (1713 A 1763), y por tltimo, con la
teoria de la curvatura de las superficies debida 4
Leonardo Euler (1707 4 1783), en quieén se reconoce
4 uno de los gedmetras mas ilustres de los tiempos
modernos.

A eontinnacidn de los trabajos meneionados, viene
para la Geometria el brillante periodo contempo-
rdneo cuyos principales iniciadores fueron: Gaspar
Monge (1746 & 1818), fundador de la eseueln Poli-
téenien de Paris y & quien se debe el descubrimiento
de las reglas elementales y generales de la Geoielria
Deseriptiva; Carnot (1753 4 1823), y Poncelet (1738
4 1867),

Observaremos, para terminar, que la Geometria
elemental de los antiguos se distingne de la de los
modernos por dos ecaracleres bien definidos. Por
una parle los gedmetras griegos, ain cuando reco-
nocieron la equivalencin entre las dreas de dos fi-
guras planas O enke los voliimenes de dos cuerpos
comprendidos en los elementos, jamids se propusieron
obtener nada andlogo & lo que nosofros lamamos,
la medida de una stiperficie ¢ de un volimen. La
Geometria de los pntiguos era puramenie iedrica.
Por otra parte, jamBs sacaion cllos, de las relaclones
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sencillas constatadas entre las superficies 6 voltime-
nes que habian comparado, las relaciones mds com-
plicadas que existen entre los elementos lineales de
estas superficres O volimenes,

La Geometria elemental se divide en Geometri
plana, que se ocupa exclusivamente de las figuras
cuyos elementos estin todos en un plano; y en Geo-
metria del espacio donde se estudian las figuras cuyos
e.€mwentos no estdn en un solo plano,
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GEOMETRIA PLANA.

PRIMERA PARTE.

LIBRO PRIMERGOG.
Noeiones preliminares. —Definiciones.

1) La observacion de cuerpos diferentes nos da
Ia idea de cxtension, de forma y de posicion respec-
tiva; concibiendo en seguida la extensidn, la forma
¥ la posierdn de una manera abstracta, es decir,
con independencia de los cuerpos.

2) La extensidn se nos presenta bajo tres aspectos
diferenies; VOLUMEN, SUPERFICIE ¥ LONGITUD.

VoLumeN de nn cuerpo es la poreidn del espacio
que ocupa, siendo mdependiente de la especie de
materia de que el cuerpo esid formado. La extension
en volumen se considera, en los elementos, solo en
tres senlidos principales, que se llaman dimensiones,
¥ que se designan con los nombres de longitud, lati-
tud y altura, profundidad © espesor.

SUPERFICIE de un cuerpo es lo que limita su vo-
lumen y determma su forma 6 figura. La extensidn
superficial es diferente de la extensitn en volumen;

2
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ella solo tiene dos dimensiones que son: longitud v
latitud, estando desprovista de esnesor.

La interseccion de dos superficies, que mituamen-
te se penetran en el espacio, es lo que se llama
LiNEA. La extension de una linea es diferente de la
extension en volumen y de la extension superficial,
ella tiene solo una dimension que es la fongiiud.

Cuando dos lineas se cortan, su interseccidn forma
un pUNTO. Al punto no se le atribuye exiension y
solo interviene por su posicidn.

8) LA GeoMETRIA es la cienciade la extensidn,
de la forma y de la posicidn, considerada de una
manera abstracta. Se funda en un cierto nimero de
principios evidentes por si mismos que se llaman
axiomas. L.os unos son de cardeter general, es decir,
pertenecen & todas las ciencias, y los otros en particu-
lar & la geometria.

Entre los axiomas generales, citaremos los tres si-
guientes de uso [recuente:

1.2 Dos cantidades iguales @ una tercera son igua-
les entre si.

22 Sid dos cantidades iguales, se les suma 6 resia
una misma cantidad, los resultados son iguales en-
tre si.

3.* Sitres cantidades a, b, ¢, son tales, que seten-
ga a>b y b>e; setendrd también que a > c.

En cuanto & los axiomas particulares i la geome-
tria, los formularemos en el curso de la obra.
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Términos nsados en Geomelria.

4) Sellama PrRoPoSICION, al enunciado deuna ver-
dad. Hay diferentes proposiciones en geometria, sien-
do los TEOREMAS las principales.

TEOREMA, €35 uni proposicidn que no es evidente
por si misma, pero que se vuelve tal, por medio de la
DEMOSTRAOION, Distingniremos tres partes en todo
teorema, que son: 1." la HIPOTESIS, que es un congunto
de condiciones que se suponen realizadas; 2.° 1a CON-
CLUSION, que es la propiedad que debe resultar de la

Tipdtesis; 3.2 el RAZONAMIENTO, que es una serie de

raciocinios que deben conducir de la hipdlesis d la
conclision.

PROBLEMA, es una cuestion en la cual se propone:
siendo dadas ciertas cantidades 6 figuras, encontrar
ofras que tengan con las primeras, relaciones deter-
minadas, en euyo caso se dice que se ha resuelto el
problema.

LeyA, es una verdad que resalta poeo y sirve para
demostrar nn teorema O para résolver un problema.

COROLARIO, €8 una proposicion particular que re-
sultn inmedistamente de otra que se acaba de demos-
trar. :

Son RECIPROOAS dos proposiciones, cuando la hipo-
tesis de la primera es conclusion de la segunda, ¢
inversamente,

b) La mds sencilla de las figuras geométricas es
la linea recla que no definiremos porque esta nocidn,
tan elara para cada uno de nosotros, es inseparable
de la de las proposiciones que siguen, gqne admitive-
mos como evidentes y que constituyen los primeros
axiomas de la Geometria:
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1o Entre dos puntos, sicmpre se puede trazar una
sola linea recta prolongada d partiv de estos puntos,

20  Lavecla da la menor distancia que hay entre
dos puntos.

Se designa un punto por una letra cualguiera. Para
nombrar una recta se enun-
cian dos puntos de esta recia,
asi la linea ADB es la que
pasa porlospuntos A y B

Toda linea formada por porciones finilas de lineas
reclas es una linea quebrada 6 poligonal.

Una linea es curva, cuando no es recta ni quebrada.
Existe una infimdad de especies de lineas curvas que
tienen su definicion propia.

6] Entre las superficies, se distingue la superficie
plana O el plano.

El plano es una superficie indefimda y tal, que
aplicando una recta & dos cualesquiera de sus puntos,
coineide con ella en toda su extension.

Una figura es plana, cuando todos sus elementos
estdn contenidos en un mismo plano.

Toda superficie que no es plana ni compuesta de
superficies planas, es una superficie curva.

Dos figuras son iguales cuando se puede hacerlas
coincidir aplicando una de ellas sobre la otra.

Se dice que dos figuras son equivalentes, cuando
tienen la misma cxfension sin tener la misma forma.

( Figura 1.)
A B
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J{ngﬂlos.

7) Cuando dos lineas recias parten de un punto A

signiendo dos direcciones dife-
rentes AB, AC, forman una fgu-
ra que se llama dngulo.

Las rectas AB, AC. son los
lados del dngulo y su punto co-
miin A, el vérfice.

Un dngulo se designa por una
leira colocada en su  vértice,
cuando estd aislado: en caso
contrario, se marcan dos puntos
sobre los lados del dngulo y se
enuncia la leira del vériice en-

(Figura 2.)

A

tre estos dos puntos. Asi, el dngulo BAC tiene por
vertice al punto A y sus lados pasan respectivamente

por los puntos By C.

La magnitud de un dngulo depende sélo del aleja- |
miento de sus lados que siempre deben concebirse

prolongados indefinidamente.

Para darnos una idea de la generacién y magnitud

de los angulos, imagina-
remos que AC coineida,
en su primera posician,
con AB, y que la hace-
mos girar alrededor del
punto A. La eantidad

= de que ha girado la =&

recta AC, en una posi-

% ;

(Figura 3.3

!
AN

cion cualquiera, es precisamente la magnitud del ;

dngulo.
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8) Cuando dos dngulos tienen el vértice comin
y un lado coniin intermediario, se

(Figura 4.) dice que son dangulos adyacentes.
Tales son los dngulos ABC y
? CBED.

) Una linea recta ADB, serd
perpendicular @ oblicua & ofra linea
recta CD, euando forme con esia
. ———-~, dos dngulos adyacentes iguales 6

desiguales. En uno y ofro caso,
la interseccion B de las dos lineas rectas e llama
pi¢ de la perpendicular 6 de la oblicua.

{Eignrn 5.)

B’ 3 O B e

He lama dngulo recto, & todo dngulo en que sus
lados son respectivamente perpendiculares.

Teorema 1.

10) Por un punto O de una recta dada AB, se puede
sicmpre tirar una sola perpendicular « esta recta.

En efecto, tiremos por
el punto O una recta cual-
quiera OC y siresulta que

(Figurn 8.)

a =8

es decir, si los dngulos
adyacentes = y f son
A jguales, la linea recta OC
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serd perpendicular & la AD. En ecaso contrario, ad-
mitiendo que sea

2 < B

hariamos girar la recta OC hasta que coineida con
{B. En este movimiento el dngulo = erece de una
manera continua, mientras que el § decrece del nns-
mo modo hasta anularse. PPor consiguiente, la recla
OC pasara por una posicion OD en la cual se veri-
fique que

i

Esta posicién es tinica, pues antes 6 después de
ocuparla, la recta OC formard con AB dos dngulos
adyacentes designales.

i1} Conrovanrto, — Todos los dngulos reclos son
1yuales.

Siendo las lineas rectas, CD perpendicular & AB,
y GH perpendi-
cular 4 EF; di-
o que el Angulo o M
recto ACT, es
igual al dungulo
recto E G H.

Para probar- 8 c U s 2
lo, trasportemos
el dngulo ACD sobire el dingulo EGH, hasta aplicar
la recta AD sobre EF, y de tal manera que el punto
C coincida con el punto G. La linea recta CD, per-
pendicnlar & AB, tomard la direccidn de la recta
GH perpendicular 4 EF; el dngulo ACD coinci-
dird con el dngulo EGH, y estos dos angulos serdn
iguales, -

OnservAacioy,— Como el dngi lo recto es una canti-

(Figun 7.)
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dad constante, se ha tomado como unidad en la me
dida de los dngulos.

Un dngulo se llama obfieso o agudo segiin que sea
Wayor O menor que un recto. (*)

12) Derintcion.—Se dice que dos dangulos ABC
¥ DBE son opuestos por el vértice,
cuando los lados de uno de ellos,
son prolongaciones de los lados del
otro.

Dos dngulos son complementa-
rios, cuando su suma es ignal &
g un recto.

Dos dngulos son suplementa-
rios, si valen enc onjunto, dos ree-
tos.

(Figura 8.)

Teorema 2.

13)  Toda recta BC que encuentra d otra AD, forma
con ella, dos dngulos adyacen-
tes 2 y & cuya suma es iquai
a dos dngulos reefos.

St la recta BC es perpen-
dicular & AD, el teorema es
evidente puesto gue los dng:.
los « y 2 son rectos.

En easo contrario, tirando
por el punto B la perpendicular BE, esta formara
con BC un dngulo 7 y se tendrd:

(Figurn 9

B A

2 + 1 = 1 recto,
F— 1= 1 recto,
[ eyt (RS &+ = 2 rectos,

(") Diremoa para abreviar, un recto en ver de un dagulo reete,
¥ a3 también, una recte en ver de deelr una lnea recla.
{*') Elslgno ., indien: por consecuencis; lnego; eto,

e
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14) CoroLARIO 1.—Cuando uno de los cualro dn-
gulos, que forman dos
rectos AB, CD, que se
cortan es recto, los oltros
tres también lo son.

En efecto, si el dngu- s
lo = es recto, lo seran N
también g y 3 por ser
suplementos de =, y en L 7,
fin, v serd reclo por ser T o
suplemento de B, 5

15) Cororanio LlL.—
La suma de toidos los dn- o
elas formados alvededor
del punto B v de un lado
de la recta AD, es igual
d dos reclos.

En efecto, el dngulo =
tiene por suplemento gl
dangulo ? que es la suma
de todos los otros.

16) Cororario [1I.— { Figurn 12,)
La suma de todos los dn- g
gulos formados en un
plano, alrededor de un
punto, es igual a cualro
dngulos rectos.

En efecto, consideran-
do los dngulos que for-
man las rectas OA, O,
0C, 0D, OE, alrededor
del punto O, si prolon-
gamos la recta OC, to-
dos los dngulos formados sobre la recta OC valen

(Figura 10.)

c

_aennll
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dos rectos; los formados debajo de la misma recta
valen también dos rectos y por consiguiente, la suma
total valdrd cuwatro dngulos rectos.

Teorema 3.

17)  Si dosdngulos adyacentes = y B, son suplenienta-
vins, los lados no comie
(Fignra 13) nes AB y BD, estdn en
e linea recta.
En efecto, la prolon-
gacion de la recta AB,
{p,...,._ 2 a partir del punto B, de-
A a  be formar eon BC un
dngulo igual al suple-
mento del dngulo =, es decir, ignal al dngulo B, y
luego, coincidird con la recta B D,

Teorcina 4,

18) Cuando dos rectas AB, CD, se cortan, los dn-
gulos opuestos por el vértice son iguales de dos en dos.
En efecto,

{') w4 B=2 rectos,
porseringulos adyacentes;

(Figura 14)

¢ - v = 2 reclos,

por la misma razdn, en-
Lonces

B=s+7

p=1q
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Del mismo modo verfamos que

=
o ="a

Teorema 5.

19) Las bisectrices (*) de dos dngulos adyacentes y
suplementarios, son perpendiculares entre si.
Sean =z y B dos angulos

adyacentes, tales que = + 2 (Figura 15)
= 2 rectos,y sean B M y N i
B N las bisectrices de estos / A
dngulos, tendremos: e
VA
e P |
1 11
MBC == 5
sl
CBN = 5

§ sumando, miembro & miembro, esias igualdades
"

MB{J+CBN=MBN='—"{——E=1 recto.

y luego la bisectriz B M serd perpendicular 4 la B N.

Teorema 6.
20) Las biseclrices de los dngulos opusstos por el
vériice, esldan en linea recta.

(*} Se llama bisectriz de nn dngulo, 4 la recta que lo divida
an dos iguales,
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Sean AOB y COD los dngulos considerados,
¥ O M, ON, sus bisectrices, serd

(Figura 16.} M OB = E = CON,
c B
A BOC=8,
n_... .__T lnego,

= a 4+ 8 = 2 rectos

X " MOB+BOC+CON=
o
\

¥ O N es prolongacién
D A de M (.

Teorema 7. (4 demostrar)

Cuando cuatro dngulos adyacentes valen cuatro dn-
gulos rvectos; si el primero es igual al tereero y el se-
gundo al cuarte, los lados de estos dngulos estaian
dos d dos en linea recta.

De los poligonos en general.

21) Un poligono es una figura plana limitada por
lineas rectas.

Las lineas AB, BC,CD, EA,
se llaman ludos y el conjunto de
los lados, contorno 6 perimelro
del poligono.

Un poligono tiene tantos dn-
gulos como lados,

Las lineas que unen dos véct-

(Figurn 17.)
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ces no consecutivos, tales como las AC y AD, se lla-
man diagonales.

Los poligonos se distinguen por el nimero de sus
lados y se llaman:

TRIANGULO, si  fiene tres lados
CUADRILATERO » » cuatro ,
PexticoNo » P eineo »
Exicoxo » » s618 »
OcrdcoNo » » ocho »
DEcAcGoxN0 » » dies »
Doprodcono » » doce »
PENTADECAGONO » & quinee »

Los demds poligonos no tienen nombres particula-
res y se les designa por el nimero de sus lados, Asf
se dice: un poligono de trece lados, de catorce la-
dos, ete.

Triangulos.

22) DermvicioNes.—Un tridngulo esuna porcién
de plano terminada por tres rectas que se cortan dos
4 dos. que se llaman lados del tridngolo,  Los dngu-

~los que forman dos lados consecutivos, y los vértices
de estos dngalos, se llaman también dngulos y vérti-
ses del tridngulo.

El tridngulo se lama: equildters si tiene sus tres
wdos ignales; isdsceles si tiene dos lados iguales; es-
ealeno si tiene sus tres lados designales.

Cuando un tridngulo tiene un dngulo recto, toma
al nombre de fridngulo vectingulo. El lado opuesto
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al dngulo recto se llama hipofenusa y los otros dos,
catetos.

Teorema 8.

23) Un lado cualquiera de un tridngulo, es menor
que la suma de los otros dos. ‘
En efecto, la recta A C
(Figura 18 es el camino mas corto del
8 punto A al C, luego A C

sera menor que la quebra-
da A B C, es deeir,

i - AC<AB 4+ BC.

24) CororArio.—Si de los dos miembros de la
desigualda

AC<AB4 BC,
se resta el lado B C, se tendrd la nueva designal-
dad

AC—BC<AB
que conduce & este otro enunciado del teorema
prece lente:

Un lado cualquier: de un tridugulo, es wmayor que
la dife ncia de (o8 ofros dos.

Teorema 9.

26) Sideun punto O, tomado en ¢l inferior de un
tridagulo A B C. se tiran rectas O B, O C, a los ex-
tranos de wn lado B C, la suma de estas dos rectus,



GEOMETIHIA ELEMENTAL 31

es tmenor que la swina de los ofros dos lados A B, AC,
del tridngulo.

Si prolongamos la (Figura 1)
rectn B O hasta el punto
D donde encuentra al
lado A O, tendremos eén
el trifngnln A B D:

BO4+0D<BA
+ A D,

y en el tridngnlo C O D:
0C<OD+DC B

Sumando, miembro & miembro, estas desigualda-
des, tendremos

BO +00C+0D<BA+AD+DC+ 0D
pero ADAH4DGC =AC,
e CO4+0C<BA+AC

Teorema 10.

26) La suma de las lncas que unen un punto Q,
intevior de un tridngulo A B C,
a los tres vértices, es menor (Figura 20)
que la suma y mayor que lo
somi-suma de los tres lados del
tridngulo.

En efecto, (25), tenemas

OA+OB<CA ¥ BC,

OB +0C < 0A-+AB,
OC +0A < AB + BC,
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¥ sumando, miembro & miembro, y dividiendo por 2,
resulta

0OA4+0B+0C<AB+BC4CA
For otra parte (23),
0A+ OB > AB,
0B + 0C > BC,
OC 4+ DA > CA,

sumindo y dividiendo por 2 ambos miembros, re-
sulta

OA+OB+00C>4(AB+BC+ CA)

Teoremas & demostrar.

1—E! perimetro de un poligono convexro (%) es menor
quee toda linea que lo envuelva.

2—La suma de los diagonales de un ecuwadrilitero
convexn, es menor que la suma y mayor que la semi-suma

de todos sus ludos.

Casos mis sencillos de igualdad de los
triangulos.

27) Tres casos principales se presentan en la
igualdad de los tridngulos, y son:

(*) Poligono convexo es el que no tiene dngnlos entrantes, &
el gue ung recin, en posicidn enalgniera en so plane, no encuen-
tra i su perimetro en wads de dos puntos.

Bt T e i = i e L S—_ 1

T

¥ ——
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lo—Cuando tienen respectivamente iguales, un lado
v los dngudos adyacentes ;

2.9—Cuando tienen respectivamente iguales, dos la-
dos y el angulo comprendido ;

3. —Cuando tienen respectivamente iguales, sus tres
dadvs.

Teorema 11,

28) 10 gaso.—Dos tridngulos son iguales, cuande
tienen respectivamente iguales, un
lado v los dngulos adyacentes. (Figurs:a1,)
Siendo A BCy A'B" €, dos i
tridngulos que satisfacen 4 las / B
o/ N\

condiciones, (%

( ang B=ang
(1)
) ang C = ang C'

(") lado a = lado a’,

los tridngulos serdn iguales. §= &

En efecto, trasportemos el tridngulo A* B C' sobre
el A B C, haciendo coincidir el lado a' sobre el lado
a que son iguales. Entonces, el lado ¢’ tomard la di-
receitn del lado ¢, por ser ignales los dngulos B', B;
el lado &', analogamente tomard Ia diveccién del lado
4, por ser 1os angalos €', C, iguales; el punto comiin
a los lados ¥, ¢, se colocard sobre el punto comiin

(*) Para mavor rencillez; designaremos los dngulos de an
triangulo, por las lerras innydsonlas A, B, O, de sus vértices, ¥ por
lag letras minusculas a, b, e, los lados opuestos & estos dongulos.
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4 los lados b, ¢, y los tridngulos A'B' €', A BC, que
coinciden en toda su extension son iguales entre si.

Conorarto.—Cuando dos tridngulos tienen respee-
tivamente ignales, un lado y los dngulos adyacentes,
los lados opuestos & los angulos iguales, son también
iguales.

Teorema 12,

29) 2. case.—Dos fridngulos son iguales, cuando
tienen respectivamente igue-

(Figura 22.) les, dos lados y ol dngulo
comprendido.

A En efecto. siendo A B C,

, L A C' B, dos tridngulos que

satisfacen a4 las tres con-

\\ diciones
G

A=0A
! b =V,
e — i

¢’ los dos triangulos serin
irnales.

Para probarlo, trasportemos el tridngulo A'B' €'
gobre el A B C, de manera que el dngulo A" se apli-
que sobre el dngulo A, enfonces los lados ¥, ¢!, se-
guirds las direcciones de lus lndos b, ¢, coincidiendo
en toda so extencion por ser iguales, y el lado o' se
aplicard exactamente sobre el lado a. Estos trian-
gnlos que coineiden en toda su extensién serdn pues,
iguales.

ConrornAnrio,— Cuando dos tridngulos fienen res-
pectivamente iguales dos lados y el dngulo compren-




TR

e B i

GEOMETRIA ELEMENTAL 35

dido, los dngulos opuestos 4 los lados iguales son
también iguales.

La demostracion del tercer caso de la igualdad de
los tridngulos se funda en el signiente teorema.

Teorema 13.

80) Si dos tridngidos tienen dos lados respectiva-
mente iguales y el dangulo comprendido es desigual, los
otros lados serdn desiguales y mayor el que se oponga
al dngulo mayor

(Figura 23.5

Sean A BC, A'B (), los triiingulos dados tales,
que se tenga.
A,
i,
G

I \’

A
b
¢

probaremos entonces, que a > &'

Para demostirarlo, apliquemos el tridgngulo A" B' ¢
sobre el A B C, de modo gue el Jado ¢ eoincida con
el lado ¢, ¥ sea A B C' su posicidn. Tracemos la bi-
sectriz A D del dngulo C A C', y uniendo D eon C'
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tendremos los fridngulos ADC y ADC' que son
iguales entre si (20) y luego DC = D C..
En la figura, tenemos,

BD+ DO =8BD4+DC=a,
ademis
BP 4= DS g

a=>a

OBSERVACION.—A] aplicar el fridngulo A'B'C
gobre el A B C, podri suceder, que el punto C' caiga
sobre el lado BC 6 en el interior del tridingulo, y
para cada una de estas nuevas posiciones, la demos-
tracion del teorema es la misma, precedente.

31) CoroLAR10.—La reciproca del teorema pre-
cedente es verdadera: Cuando dos tridngulos tienen
dos lados respectivamente iguales y los terceros des-
iguales, los dngulos opuestos d estos lados, son desigua-
les, siendo mayor ¢l opuesto @ mayor lado.

En efecto: en los tridngulos ABC, A'B C, el
dngnlo A no puede ser igual al dngulo A" porque
se tendria (12), @ = a'; tampoco podrd ser menor
porque entonces seria a < a', segin el teorema pre-
cedente y luego serd A > A

OBsERVACION — Tres casos pueden presentarse, que
se excluyen mituamente, en la consideracion de dos
tridngulos A B C, A" B’ €. que tienen dos lados res-
pectivamente iguales, b = & y ¢ = ¢/. Estos son,
segiin los valores de los dangulos A, A

1.er caso A > A, y entonces el tercer lado a > a';
2o 3. A=A, ’ | 3 L e =
B o AT A » ¥ 2 ¥ U< a;

— e
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Teorema 14.

82)  Dos tridingulos son iguales, enando tienen sus
tres lados respectivamente iguales.

Sean los tridngulos A B C,
A'B' C' en los cuales se ve- (Figurn 24.)
rifica que,

L
PO T
a=,
b=ih" g &
e =

y digo que dos dngulos A, A",
opuestos 4 dos lados a, ',
son iguales,

Hn efecto, siendo los lados
b, ¢, del tridingulo AB C, res-
pectivamente ignales 4 los In-
dos &', ¢, del triangulo A” B’ C', los lados a, a’, no
serdn iguales sino en el caso en que los dngulos A, A,
sean iguales. Pero es, @ = @, por hipdtesis, luego el
dngulo A serd igual al dngulo A'. Los tridngulos
ABC A'B (', que tienen dos lados y el dngulo com-
prendido respectivamente iguales, tendrdn también,
los dngulos opuestos & estos lados respectivamente
iguales. (29)

CoROLARIO.—SIi dos tridingulos tienen sus tres lados
respectivamente iguales, los dngulos opuestos 4 estos
lados serdn también iguales.
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Propiedades del triangulo isdsceles.

88) DEFINICIONES:

Se llama tridngulo isdsceles, al que tiene dos de sus
lados ignales.

Un tridngulo equilatero O equiangulo, es el que tie-
ne sus tres lados 0 sus tres dngulos ignales

La perpendicular bajada de un vértice de un tridn-
gulo sobre el lado opuesto se llama altura del tridn-
gulo, y este lado, con respecto d la altura, se llamna
base.

Ordinariamente se llaina base de un tridngulo isds-
celes al lado diferente de los owos dos,

Teorema 15.

34) Los dngudos opusstos a los dos lados ignales de
un tridngulo isésceles, son iguales.

Sea A B C un tridngulo isdsceles -

(Figura 25.) cuyos lados iguales son b y ¢; y de
mostremos gue los angulos B, C,
opuestos # estos lados, son iguales
elitre si.

Iin efecto, trazando la recta A D,
que une el vértice A al punto D,
medio de la base B C, divide esta
recta al {ridngulo dado, en ofros
) dos ABD y A CD igoales entre si,
pues tienen sus (res lados respectivamente iguales,
que son: b = ¢, por hipotesis; A D eomin; BD =D C
por construeeion.

Siendo los tridingulos ABD y A CD igoales en-

e——

e Emmmmm—————— R

- ——
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tre =i, el Angulo B opnesto al lado A D en el primero
esigual al dngulo C, opuesto al mismo lado A D en
el otro tridngulo,

CoroLario |.—De la igualdad de los tndngulos
ABD y A CD,se pnede concluir también, la igual-
dad de los dngulos BAD y CAD, y la de los
A DB y A DC, gne son sus suplementos. Por conse-
cuencia, la recta que nne ¢l vértice de v triingulo
isosceles al punto medio de su base, es bisectriz del
dngulo al vértice y perpendicular & la base,

Teorema 16.

85) Cuando dos dngulos de un fridugulo son igua-
les, los lados opucstos d estos angulos son iguales y el
tridngulo s isosceles.

Suponiendo que se lenga,

en el tridngulo A B & (Figura 26.)

B=C, A
demostrarenios que
<
b= e b

Para esto, constrnyamos el "
tridngulo A’ B' €' idéntico nl
A B,y dandolo vuelta, aph-
quémoslo, cara i cara. sobwe
el A B C de manera que el
lado @ se aphque sobre el
lado a, el dngulo G’ sobre el
Angnlo B y el B sobre el €
Entonces, el lado I tomard Ia direceidn del lado o,
por ser B = O ol lado ¢ la diveceién del lado

[+
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b por ser B' = C,y el punto A, comiin 4 los lados
b, ¢, se aplicard sobre el punto A, que es comin
a los lados ¢, b. Resulta pues,

= e,

pues coinciden exactamente en la superposiciin de
las figuras;
V=1,

por construceidn, luego
c=b

y el tridngulo A B U es isGsceles.

Teorema 17.

86) Las medianas de un tridngulo equildtero, som
tguales.
Si el tridngulo A B C es
(Figura 27.) equildtero, serd equidingulo
¥ luego

A=H=0C

Trazando las medianas B K,
CF, tendremos dos tridin-
galos BE C, C F B, que son
iguales, pués tienen el lado
B C comin; BF = CE por
construccién y los dngulos comprendidos B = C.
(29). Siendo estos triingulos iguales, dardn

0

[ B

(') BE = CF.
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Trazando la mediana A D, tendremos los tridn-
gulos iguales ADC, A F C. por la misma razon,
que dardn

{*) AD=CF,
y <omparando los ('), (2), resultard

BE=CF = AD.

Teorema 18.

8%7) Las medianas de un triangulo isdsceles, concur-
ren en wn plinio.

sea A B C el tridngulo
1sdsceles dado, A D la me-
diana que parte del vértice
A (34). Tracemos las otras
dos medianas B E, CF, v f
tendremos que los tridngn- i
los BE C, CF B, son igna- P
les porque tienen los lados PO }'\
B F=CE por construc. pé&= & —Ap
cién; B C comin y B = C
por ser los dngulos en la base del tridngulo isdsceles,
Siendo los tridngulos BE C y CF B iguales, dardn

(Figara 28.)

e,

ang = = ang B,

el tridngulo B O C serd isdsceles y tendrd su vértice
snbre la mediana A 1)
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Teorema 19.

BR) Si dos triangulos isosceles, tienen el dngulo al
wértice comin, y se trazan eruzadaslas reclas que unan
los otros vértices, estas se cortardn sobre la bisectriz del

primero.

(Figura 20.)

Sean ABCy AFE
los dos tridingulos isds-
celes dados. Tirando las
rectus B E, CF, teandre-
nos dos tridngulos BEC,
CF B, que son iguales
porque tienen B C co-
min; CE = BF, ylos
dngnlos B = C.

Siendo los tridngulos
BEC, CFB, iguales
tendremos que los dngn-

los =, B, serdn iguales; el tridngulo B O C serd isos-

celes, y el punto O estard

sobre la mediana A D,

Tecrema 20.

39) De doslados de un tridnguls, opuestos é@ dn-
gulos desiguales, serda mayor el opuesto @ mayor dangulo.

(Figura 80.)

Sea ABC un tridn-
gulo tal, que

A S

¥ demosiremos gue entre
los lados opuestos 4 es-

" tos dngulos, se verifica
que

G > 6

o
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Para esto, formemos con el lado & y & partir de A,
un angulo C A D = C. El widngulo A D C, que tie-
ne dos fdngulos iguales, tendra los lados opuestos
4 estos dngulos iguales entre si (29), es decir,

AD=DC.
Pero en el triangulo A B D, se tiene

BuBeL A D Ssa;
y luego
BD +DC >e

6 lo que es lo mismo

a_~>cC

35 bis) En resiimen, de los teoremas 15 3 19 re-
sulta que en un tridngulo A B C,

81 Ri=0G ge- lendra b= ¢
v BRI » » b > e
B » » < o

CoroLARIO.—Los teoremas precedentes demnues-
tran que: dos lados de un tridngolo son iguales &
desiguales cuando los dngulos opuestos 4 estos lados
son iguales & desiguales, y que en el caso de des-
ignaldad, el mayor lado se opone siempre al mayor
Angulo.
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Perpendiculares y oblicuas & una recta.

Teorema 21.

a9)  De un punto dado fuera de una linea recta, se
puede siempre bajar una perpendicular d esta recta.
Del punto D, fuera de

(Fignra 31) la recta A B, tracemns
una recta cualquiera DP;
In en ¢l punto P, donde

encnentra 4 la revla
A B, formemos el dngulo
BPI)Y = BPD, trazando
ln recla P I)'; sobre esia
A —p\ 8 recta tomemos P’ =D

y uniendo los puntos D,

Iy, tendreemos dos iriin-

gulos [V O P, DO P, que
g son iguales por tener:

por eonstruceidn el lado

PD' = PD; comin el
el lado PO, & ignales los angnlos comprendidos por
dichos lados. De la ignaldad de estos (ridngulos se
deduce la igualdad de los dngnlos AOD' = AOD,
Luego. la vecta A B, que forma eon la DD dos
dangunlos adyacentes guales y suplementarios, le sera
perpendicular, y reciprocamente, la recta DD’ serd
perpendicular & la A B.

Teorema 22.

40) Deun punto dado fuera de wuna recta, silo
puede bajarse una perpendicular sobre esla recta.
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Gea DO una perpendicular & la recta A B. Pro-
longando la recta D O; tomando en su prolongacion
0 D="900D.%
uniendo por rectas (Figura 32.)
un punto cualquie: "
ra P de la A DB, i
los puntos D, Ly,
formaremos dos
tridngulos DO P,

D O P, que son s "

jonales por tener
un dngnlo igual
eomprendido  por
lados respeciivi-
mente iguales. Los o'

angulos D' PO =

D P O no pueden ser rectos, pues si lo fueran, los
lados D Py D' P estarian en linea recta y existirian
dos rectas que se cortan en s6lo dos puntos, D, D" 1o
gque es absurdo. Luego. toda recta D P diferente de
la D O, se & oblicua respecto 4 la recta A B,

Teorema 23.

A1) Si de un pinto dado fuera de una vecta, se baja
sobre ella, una perpendicular y diferentes cblicuas;

10 La perpendicular es mds corta que cualquiera
oblicua ;

90  Las oblicuas cuyos pids equidistan del pié dela
perpendicular, son iguales;

8. Dedos oblicuas cuyos piés distan desigualmente
del pi¢ de la perpendicular, es mayor aguella en gque
esta distancia es mayor.
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Lo Trazando del punto D, la perpendicular D O y
la oblicua D P, sobre la reeta A se tendrd:

{ Fignra 35.) DO < DP

D En efeeto, prolon-
guemos la recta D O
tomemos en su pro-
longacidn O = DO,
¥y tracemos la recta

S : 5 D'P.

Tenemos asi for-
mados, dos tridngulos
DOP, DOP, que
o son iguales por tener
los lados vespectiva
mente iguales, & ignal el dngulo comprendido. De
aqui resulla

DPE=DP,
DD<<DP + PD
que puede escribirse
200 2 DI

¥ como

DO

20 A partir del pié O dela perpendicular D) &

la recta A B, tome-

uios sobre esta
0Q = 0P,

y trazando las obli-
cuns Q D, PD, de-
mostraremos que,

) Sy : R T )

(Figura 34.)
i

el i e =
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En efecto, los tridngulos DO P, DO Q, son igna-
les, por tener un dngulo recto formado por lados
respectivamente iguales, v por consiguiente

QDb = PD.

30 A partir del pié O, de la perpendicular DO
4 la recta A B, tome-
mos sobre,esta (Fignra 35.)

0Q < OP,

y trazando las rectas
QD, PD, demostra-
remos l']lli.:

QD < PD.

Para demostrarlo,
tomemos sobre O P
una long. OR = 04Q),
y trazando la oblicua
RD serd

QD = RD,

porque sus piés estin equidistantes del pié de la per
pendicular.

Prolongando enseguida la recta DO, y tomando
sobre la prolongacion O D' = 0D; y trazando las
reetas RD', PD’, tendremos que por ser R un pun-
to interior al tridngulo PD D' (25)

RD 4 RI' = 2RD < PD + PD’ = 2PD,



48 GEOMETRIA ELEMENIAL

¥ como RD = D, serd
QD < PD.

42) ConorLario l.— La dislancia de un punto d
una vecta estd dada por la longitud de la perpendicu-
lar bajada del punto & la recta, puesto que ella es
ln mds corta que puede trazarse del punto & la recta
dada.

43) CororArto 11.— De un punto dade, no puede
trazarse sobre una recla wids de dos oblicnas iguales
entre si, pués una tercera ue parta del mismo punto,
tendrd su pié mds alejado 6 mias cercano del pié de
la perpendienlar, que los de lus dos primeras,

44) OBsErvACION.— Las reciprocas de las dife-
rentes partes del teorema precedente son ciertas.

45) DrriNic16N.— Se llama lugar geométrico, en
Geometria plana, al conjunto de fodos los puntos de
un plano que gozan de wuna misma propicdad.

Teorema 24.

46) Si se levanta una perpendicular en el punto
medio de una recta dada:

12 Todo punto de la perpendicular equidista de los
exiremos e la vecta;

2.0 Hodo punto que se encuentre fuera dela perpen:
dicular, dista desigualmente de los extvemos de la veeta.

1.— Sea CD la recta perpendicular en el punto
medio O, de la recia A B; unamos con los puntos
A, B, un punto M, cualquiera de la recta CD. Las
dos oblicuas M A, M B, cayos piés equidistan del
pié 0, de la perpendienlar serdn ignales y el punto
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M equidista de los puntos extremos A y B de la
I'ecia,
(Figur_a 36.) <

e

>

>

|\~

L

2* Sea N un punto tomado fuera de la perpen-
dicular CD, y tracemos las rectas NA, NB. La
recta N A encuentra & la perpendicular en nn punto
P, v si trazamos la recta P B, tendremos en el tridn-
gulo PN B,

NB< NP + PB,
pero
AP F B,

luego
NB< NP + PA = NA;

7 el punto N, dista designalmente de los extremos
Ay B

47) OpsErvAciON.—El teorema precedente puede
enuneiarse tambicén, como sigue:

Ei lugar geométrico de los puntos que equidistan de
dos puntos dados, es la perpendicnlar levantada en el
punto medio de la vecta que los wne.

¢
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Teorema 25,

48) Levantando perpendiculares por los puntos me-
dios delos treslados deun tridngulo, estas se cortardn
en un punto equidistante de los tres vértices del tridu-
gulo.

En efecto, la perpendicular PO, en el punto medio

del lado ADB, es el

(Figira 31.) lugar geométrico de

los puntos que equi-
distan de A, B, luego

{*) OA = 0B

la perpendienlar NO),
en ¢l punto medio
del lado AC), es el
Ingar geométrico de
los puntos que equi-
distan de A, C, luego

0A = 0C;

y esta con la (') dan
O =B = (%

Siendo OB = 0C, la perpendicular levantada en
el punto M, medio del lado BC, deberd pasar por
el punto Q.

49) DEFINICION. — Se Hama tridngulo rectdngulo,
al que tiene un dngulo recto; el lado opuesto 4 este
dngnio se llama hipotenusa y los otros dos lados,
catelos.

B S ——
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Igualdad de los tridngulos reetingulos.

Teorema 26.

00) Dos triangulos rectangulos son tguales, cuan-
do tienen igudal, la hipotenusa y un dangulo agudo.

Sean ABC y A'B'C', dos tridngulos rectingulos.
Estos dos tridngulos
serdn ignales, si tie- (Figura 38 )
nen igual la hipote-
nusa @ = a4, ¥y un
dngulo agudo C=C".

En efecto, traspor-
temos el tridngulo
A'B'C' sobre el ABC,
de modo que la hipo--
tenusa @' se aplique
sobre la a, para lo
cual haremos coinei-
dir los puntos B', C',
sobre los B, C. El lado §' tomard la direccidn del
lado & por la igualdad de los angulos C y O, ¥
el lado ¢' perpendicular al ', se aplicard sobre el
lado ¢ que es perpendicular al lado 4. Por consi-
guiente, los tridngulos A BC, A'B' C', gue coinciden
en toda su exiensiton, son iguales.

Teorema 27.

61) Dos tridngulos rectangulos son iguales, cuando
tienen iguales, la hipolenusa y un catelo.
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Bean ABC, A'B'C', dos tridngulos rectdngulos,

Estos tridngulos serdn igua-

(Figura 30.) les, si tienen igual la hipote-

nusa @ = a’, y un cateto cual-
quiera, ¢ = ¢.

En efeeto, trasportemos el
tridngulo A'B' Q' sobre el
ABC, de modo que el caleto
¢ se aplique sobre ¢l cateto

Lf

¢, para lo cual haremos coin-
cidir los puntos A', I¥', sobre
= los A, B, El cateto §' tomara
la direceidn del cateto & por-
que los dngulos A, A' son rec-

w o tos; y la hipotenusa a’ se apli-
eard sobre la hipotenusa a porque esas dos lineas
iguales son oblicuas 4 los lados &', b, y situados del
mismo lado de las perpendiculares B A, B'A'. Por
consiguiente esos dos tridngulos ABC, A'B ', que
coinciden superpuestos, en toda su extension, son
iguales.

Teorema 28.

52) 1.° Todo punte de la bisectriz de un dngulo
equidista de sus lados.

2.9 Todo punto tomado fuera de la bisectriz de wn
dngulo, no equidista de sus lados.

to—Sea AOB el dngulo considerado; EE' su
biseetriz. De un punto M, eualquiera, iracemos las
perpendiculares M C, M D, sobre los lados O A, O B.

" Los tridngulos recidngulos M OC, MOD, son

iguales, por tener comin la hipotenusa, ¢ iguales
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los Angulos MO D, MOC, pues MO es la biseciria
del dngulo AOB;
lnego (Figara' 40.)

MC =MD E'

y como M es un
punto cualquiera
de la recta se si-
gue: que la recta
EE' es el lugar
geométrico de los
puntos que equi
distan de los lados
deldngulo AOB y
de su opuesto por

el vértice AOB. |
© Andlogamente,
la recta F F' bisec-
triz de los dngulos
AOB y BOA', esel lugar geométrico de los pun-
tos que equidistan de sus lados.

Por tanto, el lugar geométrico de los puntos
equidistantes de dos rectas indefinidas que se cortan,
es el conjunto de las bisectrices de los dngulos for-
mados por estas rectas. Hstas bisectrices son per-
pendiculares entve si (19).

2 De un punto P, que no pertenezea a la biseetriz,
tracemos las perpendiculares PQ v PO 4 los lados
del dngulo A O B, una de estas, la P C encontrara-a
Ja bisectriz EE' en un punto M; del punto M, trace-
mos la perpendicular M D, & la recta B B’ y unamos
al punto P al D, por larecta P D.

Siendo M un punto de la bisectriz, tendremos

MC=MD,

Fl‘
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pero en el tridngulo PMD, es
PD < PM+ MD
¢ lo que es 1o mismo
PD < PM + MC =PC

or consiguiente
= o LB e

Pero por ser PD = PQ, siendo PD oblicna y
PQ perpendicular 4 la misma recta, trazadas de un
mismo punto, resulia

PQ < PC
L: @ DD

Teorema 29,

63) Las bisectrices de los angulos de wn tridngulo
cualquicra, se cortan en un punto que equidista de
sus lados.

Trazando las bisectrices de los dngulos A y C del
tridngulo A BC, estas se cortardn en un punto O,

Siendo O, un pun-
(Figura 41.) to de la bisectriz
A0 equidista de
los lados AC y
A B; pero como
también esun pun-
to de la hisetriz
CO, equidista de
lados AC y CB,
y luego, el punto
0, equidistante de
los tres lados del tridngulo, pertenceerd también &
I bisectriz del tercer dngulo B.
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Vemos pués, que las tres bisectrices de los dngulos
de un tridngulo, concurren & un punto vinico que es
4 lo que se reduce el lugar geométrico de los
punios que equidistan de los tres lados de un tridn-
gulo.

54) CoroLArio, —Como en el tridngulo equild-
tero, las bisectrices de sus dngulos, gue son también
las medianas, coinciden con las perpediculares
Jevantadas en los puntos medios de los lados, el
punto de encuentro de aquellas, coincidird en el
punio de encuentro de estas.

Teoria de las rectas paralelas.
556) DeriNicios.—Se llaman recfas paralelas, las

que situadas en un mismo plane no se encueniran
por mds gue se prolonguen.

Teorema 30.

66) Dos rectas perpendiculares 4 una tercera, son

paralelas enfre sk

En efecto, siendo las li- (Figura 42,)
neas rectas CD, EF, per-
pendiculares 4 la A B, no
podrdn encontrarse, por-
que de un punto de un
plano no puede trazarse
dos perpendiculares 4 uno
misma recta. (10) A o F 8

C =
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Teorema 31.

67) Por un punto situado fuera de una linea recta,

puede siempre frazarse una pavalela d esta recta.
En efecto, siendo AB y C, una linea recta y un
punto que se encuen-

(Eigura 43.) tran en un mismo pla-
c ¢ Do, tracemos del punto
i C, una perpendicular
: CD sobre In rvecta, y
1 por el mismo punto, uni
'y 5 —B8  perpendicular & la Clk

Las lineas rectas AB
y CE serdn paralelas por ser ambas perpendicula-
res d una misma recta CD (56).

58) AxiomA.— De un punto dade, no puede tra-
zarse mas que una sola paralela @ una recta dada.
(Postulado de Euelides).

59) CoroLarlo.— Si dos rectas son paralelas,
toda recta tronzada en su plano, que encuentre & una
de ellus encontrard & la otra.

Teorema 32.

60) Sidos lineas rectas son pavalelas, toda recta

perpendicular @ wna

de ellas, lo sevd a o
A ¥ 8 ofra.

Sean AB y CD,

dos rectns paralelas,

Por un pmnta M,

0 coalquierade ludecia

A B, tracemos una

perpendienlar & esia

y en el punto N donde encuentra & la C D, tracemus

(Figurn 44.)

o . nteascsrnerun tl —oc
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una perpendicular & la M N la enal coincidird con
la CD pnes por hipitesis esta es paralela & Al
Luego, Ia recta M N perpendicular a la recta A B,
lo es también & su paralela CD.

61) CororLario.— Dos rectas AB, CD parale-
las d una tercera EF,

son paralelas enfre si. (Figura 45.)

Pues si la recta r
M N P es perpendien- 4 -
lar 4 la recta, EF, lo =T
serd también & las N
CD y AB que le g
son paralelas, y lue- g P
go ABy CD serdn =

paralelas entre si.

6G2) DeriNicroN.— Coando dos lineas rectas A B,
{ D, situadas en un plano, se cortan por una trans.
versal M N, se for-
man alrededor de (Fignea 46.)
cada punto de en-
cuentro euatro dn-
gulos, en general
dos agudos y dos
obtusos respectiva-
mente iguales en-
tre si, por opuestos
por el vértice, Asi,
s=v =& =Y,
g1

Se ha convenido
en dar d estos ocho
Angulos considerados entre si, los nombres siguientes:

ANTERNOS & los cnatro dngulos que resultan entre
las rectas A B, C D, y xTERNOS & los otros cuatro;
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ALTERNOS INTERNOS & los dngulos internos no
adyacentes, de uno y otro lado de la transversal
MN; tales son los 'y v, B' y &;

ALTERNOS EXTERNOS & los dngulos externos no
adyacentes, de uno y otro lado de la transversal,
tales son los = y ¢%; B y %

CoRRESPONDIENTES 4 dos dngulos no adyacen-
tes, uno interno y otro externo, colocados del mismo
lado de la transversal, tales son « y «, § y #,
3 <y s G5

Con las denominaciones precedenies, podemos
enunciar el teorema que sigue, el coal se refiere al
caso particular en que las reclas AB y CD son
paralelas,

Teorema 33.

63) Cuando dos rectas paralelas se cortan por
tina transversal cualguiera, se verifica:

1.2 Dos dangulos allernos inlernos son iguales;

2.0 Dos dngulos alternos externos son iguales;

3.0 Dos dngulos corvespondicntes son iguales;

4.2 Doz dngulos internos del mismo lado de la trans
versal son suplementarios;

50 Dos dngulos cxternos del amismo lado de la
{ransversal son suplementarios.

Para demostrar este teorema, consideremos dos
rectas paralelas A B, CD, cortadas por una trans-
versal M N, en los puntos my n.

Por el punto medio o de la recta mn, tracemos
una perpendicular o @ 4 la recta A B, la cual prolon-
gada, encontrard & la CD en el punto b, siendo tam-
bién perpendicular 4 esia recta. De este modo,
habremos formado dos tridngnlos rectingulos oam,
o b n, que son iguales, pues ticnen igual la hipotenusa
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om = on, por construccidn, € iguales los dngulos en
el punto o por opuestos por el virtice, De la igual-

{ Figura 47.)

Am— 3

dad de estos tridngulos se deduce la igualdad de
los dAngulos alternos-internos am o = bno. Los otros
dos dngulos alternosinternos Bmo y Cno son
también iguales por suplementos de los anteriores.
Construyamos la figura, designando con la misma
letra los dngulos iguales, y recordando que los dngu-
los opuestos por el vértice

son iguales y ¢ue los dn- (Sl a8)

gulos adyacentes son su-
plementarios, tendriamos: ,,.JL/M
La simple inspeccitn & Lol S
de la figura nos dice: N
que son iguales entre =i, /}‘/ o
los enatro dngulos agn-  &—sF u
dos, 1o mismo que Jos "/h__.g
coatro  #Angulos olilnsos o

y que satisfecha una de
las cineo condiciones del enunciado, quedan {ambién
satifechas las olras cnatro.
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Teorema 34.

t4) El teorema reciproco del precedente, se
anuncia asi:

Si dos rectas, situados en un plano, se cortan por
una transversal w se verifica una dr las cinco condi-
ciones siguientes:

1.° Ser iguales los dngulos alternos internos;

22 Ser wguales los dngulos alfernos externos;

3.2 Ser iguales los dngulos correspondientes;

4.2 Ser suplementarios los internos de wun mismo
lado de la transversal;

5.2 Ser suplementarios los dngulos externos de um
mismo lado de la transversal;

Las otras cuafro quedarvin satisfechas i las dos
reclas serdn paralelas entre si.

Para demostrarlo, consideremos dos rectas A B,

C I, cortados por la

(Figura 40.) transversal M N en los
i . puntos P, Q. Suponga-
' mos que los dngulos al-

fernos-internos sean igua-

L
/ les 2==', y tracemos por
g el punto Q, una parale-
la & la recta A B: como
. - esta recla, que tratamos
de trazar, debe formar
con la wansversal y la recta A B, dngulos alternos-
internos iguales, tendrd que coincidir con la recta

. Luego las dos rectas A B, CD, son paralelas.

afe

Teorema 35.

Dos dngulos que tienen sus lados espectiva-
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miente paralelos, son guales, cuando cada lado de uno
estd dirimido en el mismo sentido 6 en sentido contra-
rio de cada lado de! olvo.  Estos dngulos serdn suple-
mentarios, cuando dos de sus lados tiencn la misma
direccion i los ofros dos, direce n confraria.

1.e — Los dngulos

(Fignra 50.)

DEE = IEEG =8,
¥ AR == ‘M

que tienen sus lados parale-
los y dirigidos, los dos, en el
mismo sentido ¢ en sentido ¥
contrario, son iguales: :

Eu efecto, se tiene en la figura, « = 5, por corres-
pondientes entre las paralelas A B, D G, cortadas por
la transversal B C; pero v = % por alfernos-internos
O por correspondicules entve las paralelas HF, B,
cortadas por la unnsversal D G, luego

1
iy 1

22— Los dnzulos (Figura 61.)
GERF =HED =2
(e ABC =

que | tienen  respectivamente
dos de sus lados en la misma
direccion y los otros dos en
direceidn contraria, son su-
plementarios,

En efecto, tenemos = =y, por corvespondientes;
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y suplemento de 2, por infernos de un mismo lado de
la transversal D) G, luego & essuplemento de &,

Teorema 36.

66) Dos dngulos que tienen sus lados respectiva-
niente perpendiculares son iguales, si los dos son agudos
1t obfusos, y son suplementarios, st uno es agudo y el
olro obtuso.

1,2,— Los dngulos, de la misma especie,

(Figura 62)

4 F KA
o
: /
g o

7
E
. ¢
ABU ="a
DEF = B

gue tienen sus lados respectivamente perpendiculares,
son iguales entre si.

En efecto, tracemos por el punto E, las rectas E Q'
paralela 4 BC, y EA’ paralela 4 B A, entonces el
dngulo A'E C' = s; pero los dngulos DEA'y FEC'
son rectos, luego

z =B,

por ser complementos de un mismo dngulo FE A’,
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22— Los dngulos
(Figura 53.)

ABC =4,
%
DEG = ¢
. ]
que fienen sus lados respecti \ﬂt
vamente perpendicelarves, siendo N
x T
tno de estos dangulos agudo y 8
el otro obtuso, som suplemen- N
. tarios.
‘Eun efecto, prolongando el ol
lado GE en EF, tendremos " g

el dngulo B que es suplemento
del 2, pero hemos visto que = = 3, lnegn ei anguio
= es suplemento del Angulo &

| Teorema 37.

67) La paralela d unlado de un tridngulo cualquie
ra, tirada por el punto de encuentro de las bisectrices.
es tgual d la suma de los seqmentos adyacentes a rste
lado, que aguella determana sobre los otvos dos

Considerando el trigngulo A B C, tiremos, por el

(Fignen 84)
]

e

S 0

L) | e N
| oy
A “u P “\"\-.\__ ¢

punto (), de encuentro de los bisectrices, la recta
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MN paralela al lado AC y demostraremos que,
MN =AM + NC.

En efecto, los dngulos =, B, son iguales por alter-
nos-internos entre las paralelas MN y A C, cortadas
por la transversal A O, y como estaltima es bisec-
triz del dngulo A, el tridngulo AMO es isdsceles,
luego

() MO =AM.

Andlogamente veremos, que los dngulos ¥, 2, son
iguales entre si, y como C O es bisectriz del dnguloe
C, el tridongulo CN O es isdsceles, luego

() ON=NXNC
Sumando los (') y (*) resulta
MO+ ON=2N=AM+ NG

L. Q. D. D.

Teorema 38.

68) Las bisectrices de dos dngulos que tienen sus
lados paralelos, son paralelas 6 perpendiculares entre si.

1.°—Los dngulos ABC, DEF, son iguales por
tener sus lados respectivamente paralelos y dirigi-
dos en el mismo sentido. Trazando las bisectrices
BM, EL, de estos dngulos tendremos,

ABC DEF
—2—~=ut 3 =B,

y también = = B,
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Prolonguemos la bisectriz BM, que formard con
EF el dngulo MSF = «, por corvespondientes, pero

(Figura 65.)
M 0 L
*\ g
\\‘ ',J’ M
"w. ."";’
o i
H e F
A Ne 5
# "\h,-"
8
':\::
g — 0

= = f, luego las bisectrices BM E . son paralelas
entre s, pues forman dngulos corvespondientes iguales.

20 Los dngulos ABC, DEH, son snplementa-
rios; la bisectriz N R es perpendienlar 4 la EL (19),
siéndolo también & su paralela BM (59).

OBsERVACION, — Lo mismo sucede con respecto &
las bisectrices de dos dngulos que tienen sus lados
respectivamente perpendiculares,

Teorema 39.

69) Si por los vértices de un triangulo cualquiera,
se trazan paralelas d los lados opuestos, se formard
un tridngulo cuddruple del propuesto.

En efecto, siendo ABC el tridngulo propuesto,
tracemos por sus vértices paralelas & los lados
opuestos, las cuales, cortdndose dos & dos, forman
un triiingnlo M N P.

5
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Siendo CP paralela al lado AB, por construe-

cidn, serd el Angu-

(Figura 66:) lo B = & por al-

ternos-internos; v

siendo B P parale-

la 4 AC, serd el

dngulo C = v por

la misma razon;

lnego los tridngu-

los CBP y ABC

que ticnen comiin

el lado BC é igua-

les los dngulos ad-

" yacentes, son igna-

les entre si. De

una manera andloga demostraremos que los tridn-

gulos ANB y MAC son iguales al ABC, por
consiguiente

n

MNP=ABC + CBP+BNA+AMC=4ABC

y el tridngulo MNP serd cuddruplo del propuesio
ABC.

Teorema 40.

70) Las perpendiculares trazadas desde los vértices
de un tridngulo cualquicra, sobre los lados opuestos,
CONCUrTen en 1o punto.

Por los vértices A, B, C, del tridngulo dado,
tracemos paralelas a los lados opuestos, formando
asi el tridugulo abe Los triangulos parciales
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BCa, CAD ABe son ignales al tridingulo ABC
(30) y dan

AB=1C=Ca BOC=cA=Ab CA=¢B= B,

y los puntos medios de (Figara 87.)
los lados del tridngulo
abe, son los vértices 2

A, B, C, del tridngulo
propuesto. Pero las per-
pendiculares Am, Ba,
Cp, trazadas de los
vértices A, B, C, sobre
los lados opuesios se-
ran las perpendienlares
tiradas de los punios
medios de los lados del
wigngulo abe que se covlan, como sabemos, en
un punto. Luego las perpendiculares trazadas de
los vértices del triingulo
sobre sns laudos opunestos, se
corlan en un punto o. o

Escor1o.— Cuando el tri-
angulo dado es acutdngulo,
las perpendiculares se en-
euentran en un punto in-
terior; cnando el tridngulo
es recliingulo, se encueniran -
sobre el vértice del dAngulo
recto; y cuando el tridingn-
lo es obtusdngnlo se encuen-
tran en un punto I exterior
al tridngulo,

[ Fignrn G68.)
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Teorema 41.

71) Lasuma de los tres dngulos de un tridagulo

cualquiera, es igual 4 dos rectos.
Por un vértice cualquiera C, del tridngulo ABC,
tracemos una paralela MN

(Figurs 59.) al lado opuesto y tendremos
& B {
ﬁ - t.,, =y .Eg

o \ :
‘M L - n poraltermos-internos respecto
- 4 las paralelas AB, M N, y
& las transversales AC, BC.
\3 Pero la suma de los An-

gulos formados en un punte
de un mismo lado de una recta, vale dos éngulos
rectos, entonces

e + (O 4+ p = 2 rectos,
y luego
A 4+ C 4+ B= 2 recios,

72) Conrovnario I —Prolongando el lado AB,
tendremos un &ngulo BCD, es decir, un dngulo for-
mado por un lado B C y la prolongacién C D de otro
lado, que se llama dngulo exterior al tridngulo.
La inspeceion de la figura anterior, dice que

fng. BCD =2+ 3= A + B.

Luego, el dngulo exterior d un tridngulo, es igual é
la suma de los dos dngulos interiores no adyacentes.
73) Corovario IL—Un ftridngulo no puede
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tener més que un solo dngulo obtuso G recto y los
ptros dos agudos. Los dngulos agudos de un tridngulo
rectangulo son complementarios.

74) Cononario I — Cada dngulo de un {ridn-
eulo equildtero es ignal & los § de un dngulo recto.

76) Cororario IV.— Si dosdngulos de un tridn-
eulo son iguales respectivamente 4 dos dngulos de
otro tridngnlo, los otros des dngulos serdn iguales
entre 8i, por suplementos de sumas iguales.

Teorema 42,

76) La suma de los dngulos de un poligono convero,
es igual d tantas veces dos dngulos rectos como lados
tiene menos dos.

Siendo ABCDEF, el poligono dado, tracemos
por el vértice A las diagonales 4 todos los vértices,
escepto 4 los By IF que
aqui estdn ligados al A { Fignra €0.)
porlos lados A B, A F,

De este modo tendremos B et
descompuesto el polizo- J;"rﬂ pf_ﬁ_'_fa_;_-_:;
no en tantos tridngulos /“ _ Iy
como lados tiene menos 4 ;n_ B
dos. Pero la suma de ] Ea e T
los anzulos del poligo- ARG f

no es igual 4 la snma by L

de los dngulos de todos e

los tridngulos, lnego. se-
rd ignal 4 tantas veces
dos reetos como sea el mimero de tridngulos, 6
igual 4 tantas veces dos rectos como lados tiene

menos dos.




70 GEOMETRIA ELEMENTAL

De otro modo —La suma de los dngulos de cada
nno de los tridngulos componentes ABC, ACD,
ADE, AEF, es,

« 4 o' 4 o" =2 ractos,
B4+ B 3 8" = 2 rectos,
v+ 1 4+ ¥ = 2 veclos,
&4 & 4 & = 2 rectos,

¥ sumando estas igualdades, miembro 4 miembro,
resulta

(e B4y + 8 + o 0"+ B+ B o)+ )+

= 4 X 2 s,
4 bién
A+B+C~+ D+ E+F = (6—2)=<2 s,

L Q D D.

77) Cororario 1. — Siendo n el nimero de lados
de un poligono, la suma de sus dngulos serd n— 2
veces dos rectos, es decir, (n — 2) <X 2 vts, = (25 — 4)
rectos.

“8) CorovariO II. — La suma de los dngulos de
un cuadrildtero es igual 4 cuatro dngulos rectos.
Luego, si todos los dngulos de un cuadrildtero son
iguales entre si, cada uno de ellos serd recto.

Teorema 43,

©9) La suma de los dngulos exteriores de un po’igo-
no convero, es igual d cuatro dngulos rectos.
Siendo ABCDE el poligono dado; prolongue-

e .
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mos sus lados en un mismo sentido formando asi
los dngulos exteriores del poligono. Tomando un
puito interior o y tirando por este, paralelas 4 las

{Figara 01).

prolongaciones de los lados del poligono, formare-
mos alrededor de este punto, todos los dngulos ex-
teriores cuya suma serd

s+Bf+y+34E=14nts

Luego la suma de los dngulos exteriores del poli-
gono convexo, es igual & cuatro dngulos rectos,

80) Cororario.— Un poligono convexo no tiene
mis de tres dngulos interiores agudos, pues él no
tiene mis de tres dngnlos exteriores obtusos.

81) Se llama poligono equildtero el que tiene
todos sus lados iguales, y poligono equidngulo al que
tiene sus angulos ignales.

82) Se dd cl nombre de poligono regular al que
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tiene sus lados y dngulos iguales, es decir, al que
es 4 la vez equildtero y equidngulo.

Dos poligonos son equidngulos enire si, cuando
todos los dngulos del primero son respectivamente
iguales & sus homdlages en el segundo.

Cuoadriliiteros.

83) Cuadrildtero es una figura terminada por
cunlro reclas que se corlan dos & dos.

ABCD esun enadrildtero cuyos lados y dngulos
son todos diferentes. (Fig. 62).

(Figura 682.) (Figura 63.)
B

B

A

[ ¢
[+]

Si los lados son diferentes pero dos de ellos son
paralelos entre si, el cuadrilitero toma el nombie
de trapecio. Los lados paralelos A B, CD, se llmman
bases del trapecio. (Fig. 63}

Figura 04.) (Fignra 6.}

b= g

Si los lados opuestos de un euadrilitero son pa-

[+

o
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ralelos dos 4 dos toma el nombre de paralelograme
O romboide. (Fig. 64.)

El paralelogramo cuyos dngulos son rectos, se
Homa rectdnguio. (Fig 65.)

(Figura 80.) (Fignra 07.)
A
A 8
b B
c
c

Il reetdngnlo que tiene sus lados iguales, se llama
cnadyado. (Fig, 66.)

Si el paralelogramo tiene sus cuatro lados igua-
les pero no rectos sus dngulos, toma el nombre de
rvombo & losange. (Fig. 67.)

Teorama 44.

54| Los fados opuestos de wun paralelogramo son
tguales asi como los dngulos aprestos.

Trazando la diagonal (Figurn 68.)
A C del paralelogramo
ABCD, lo tendremos di- g 2 B
vidido en dos Iridngulos /
ABC, ACD que son igua- L

0

les por tener el lado A C

# ¥
§ A
comin y los dngulos

T ]

Il

pis

por alteriaos -internos entre los lados paralelos de
I fioura y la iansversal A C.
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Luego el lado A B opuesto al dngulo v es igual al
lado D C apnesta al angulo & el lado BC opuesto
al angnlo =, es igual al lado A C opuesto al dngulo 2,

De la ignaldad de los tridngulos A BC, ACD,
resulta que el dngulo en B es ignal al dngulo en D
por que se oponen al mismo lado A B, y los dngulos
en A y C son también iguales entre si, por ser
e R=x48

85) Conovario L— Las paralelas A B, D C, com-
prendidas entre dos rectas paralelas AD, BC, son
iguales.

Jorema 45,

86) Un cuadrilitero cuyos lados 6 dngulos opues-
tos son iguales, es un paralelogramo
12—8i en el cuadri-
(Figura 69.) litero ABCD, se veri-
fica, que

AB = D,

AD = BC(C,
lus lados opuestos de
esle codriatero serin paralelos.

En efecio, tracemos la diagonal A C, teniendo
asi formados dos tridngulos A B C, ACD, que son
ienales por tener sus tres lados respectivamente
leuales (32), entonces el dngulo = es igual al dngulo
g, por opuestos i los lndos A D = B(C; pero estos
dngulos son alterno - internos respecto & las rectas
A B, D C, cortadas por la transversal A C, y luego
estas reclas serdn paralelas entre si (64). Andloga-
mente probariamos que A D) y B C son paralelas.
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20 El cuadrilitero ABCD enyos édngulos opues-
tos son iguales, es un paralelogramo.

En efecto, por hipdtesis, la suma de dos dngulos
consecutivos, en A v en B, esigunal 4 ]a mitad de la
suma de los dngulos del euadrildtero, es deeir, ignal
4 dos dngulos rectos. Pero estos dngulos son inter-
nos respecto 4 las dos lineas A D, BC, y situados
del mismo lado de la transversal A B, luego las
recias AD y BC son paralelas (63). Andlogamente
demostrariamos que A B es paralela 4 D C.

Taorema 48,

87) Las diagonules de un paralvlogramo se cortan
mutuamente en parles iguales.

Sea ABCD el parale-
logramo y O el punto de
interseccion de sus dos
diagonales. Los tridngu
los AOB, DOC, son
iguales por tener: AB=
CD, por lados opuestos
del paralelogramo; los

(Figurn 70.)

dngulos = = 3 y y = % por alternos-internos entre
las paralelas A B, DC, corladas por las transver-
sales AC y DB, y Inego

A
o

O'G,

L. QD. D

88) CoroLARIO.— Si en un cuadrildtero, las dia-
gonales s cortan nadnamente en partes iguales, la
figura es un paralclogramo.
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Teorema 47.

89) Las diagonalcs de un rectingula son iguales.

En efecto, los tridngulos A B C y BCD son iguales
por tener dos lados iguales respectivamente € igual

¢l #dngulo  comprendido, &

(Figura 71.) sabher: los dngulos en D y en

A g C iguales por rectos, el lado

DC comiin y los lados AD,

BC, ignales por ser lades

opuestos de un paralelogra-

mao. Por consigniente las dia-

gonales A C y D B, que son los otros lados de estos
tridngulos serdn iguales entre si.

90) Reciprocamente, si en un paralelogramo, las
diagonales son iquales, la figura es un rectdangulo. Lin
efecto, los dos tridngulos ADC, B (! D, son ignales,
por tener sus tres lados respectivamente iguales.
La igualdad de estos triingulos nos dd la iznaldad
de los dngulos ADC y BUCD, y como estos son
suplementarios d causa del paralelismo de AD y BG,
eada uno de ellos serd recto.

01) CoRoLARIO. — Si en un cuadrildtero, las dia-
gonales se cortan mutuamente en partes iguales, y estas
partes son iguales entre si, la figura es un rectangulo.

o

Teorema 43.

02) Las diagonales de un rombo son perpendicu-
larcs enbre .
BEn efecto, siendo

AB = BC,



GEOMETRIA FLEMENTAL T

el punto B pertenecerd 4 la |1l_'r|w.ndi|:.ulzl.|:, irazada
en in el punto medio de AC. Por
otra parte, siendo (Figura 72.)

AD =DC,

el punto D perienecerd también &
la misma perpendicular, que so
eonfundird por consecuencia con
la diagomal B 1.

Reciprocamenie, si en un para-
lelagramo, las diagonales son pey-
pendiculares entre si, ln figura s
un rombo. Pues siendo la lignra un paralelogramo,
tendremos OD = OBy luegn AD = AR,

93) Conronario.— Si en un cuadyildters, las dia-
gonales se cortan mutuamente en partes ignales y son
perpendiculares entre si, la figura cs un ronbo.

Teorema 49,

94) Las diagonales de un cuadrado son d la tes
iquales entre sl y perpendiculares.

Esto resulta de que un cuadrado es 4 la vez un
recidngulo y un rombo.

Reeiprocamente, si en un paralclogramo, las diago-
nales son 4 lavez iquales y perpendiculares enlre si,
la figura es un cuadrado.

95) CoROLARIO, — Si cn un cuadvildtero. sus dia-
gonales son iguales, se cortan en parles ignalcs y son
perpendiculares entre si, este cuadrdatero es un
cuadrado.
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e i g ——

Teorema 50.

96) Las bisectrices de los dngulos de un cuadri-
ldtero, se corfan
(Figura 73.) formando un sequn-
do cuadrilitero cu-
yos dngulos opues-
tos son suplementa-
rios; cuando ol cua-
drilitero propuesto
es un paralelogra-
o, & sequndo o5
un rectiangulo.
12— Las Dbisec-
trices de los dngu-
los de un cuadri.
ldtero enalquiera ABCD, se corlan formando el
segundo cuadrilitero MN P @Q, y llamando =, B, v, 8,
4 los dngulos del primero, tendremos en los tridngu-
dos CQB y AN

HIE, [,! M=2rs — 2— —_— 2-1
Eillg MNP =925 — = — =
e 4 " .

Sumando las anteriores igualdades, tendremos

a 8 ] 1
dng. PQM + dng. MNP =4 rts, — v "_; . E 11s,
7 f t
pués la suma gl :: T+ 7 de los 4ngulos inte

riores del cuadrildtero, es igual 4 2 recios.
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20 8i lafignra ABCD es un paralelogramo, dos
de sus dngulos sucesivos son
suplementarios, de modo que (Figura 74.)

8 4+ f=2ris., v + = 2 rts.

Pero
dng. NMB=

dng. QPD =%+;= 1 rio,

Inego, los dngnlos N MQ,
NPQ, que son suplementos

de los anteriores, valdrin
1 recto y la figura M N P () serd un 1ut¢ingn]n

Teorema 51.

07) Si por las extremidades de cada diagonal de

un enadrildtero cualquiera,

se tragan paralelas d la

otra, se formard un paralelogramo equivalente al doble

del cuadrilitero.

Sean AC, BD, las diagonales del cuadrildtero

ABCD; MNPQ el para-
lelogramo que resulta tra-
zando por los vértices pa-
ralelas 4 las diagonales.
El paralelogramo MN
PQ, sera formado de coa-
tro paralelogramos parcia-
les AOBM, BOCN, CODP
DO A Q, cuyas dingonales,
AB, BC, CD, DA, son
los lados del cuadrilitero

{Figura 78.)

k . -
et

dado. Estas diagonales
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dividen 4 cada paralelogramo parcial en dos tridn-
zulos iguales, luego

AOBM =2 AOB,
BOCN =2 BOC,
CODP =2 COD,
DOAQ =2 DOA,

y sumando tendremos

MNPQ =2 ABCD,

|

es decir, que el paralelogramo MNP (), es igual al
duplo del cuadrilitero ABC D,

98) Se llama centro de figura & un punto tal, que
toda recta que pasa por ¢l y termina en el perimetro
de la figura, es dividida por el punio en dos partes
irnales, La interseccidn de las diagonales de un pa-
ralelogramo es su centro de figura.

Ejercieios.
Teoremas & demostrar.

TRIAxGULOS. 1.o—5i en un fridngulo ABC, se
traza por el punto medio de A B una paralela DE
4 BC, el punto E en que encuentra al otro lado es
su punto medio, y DE = 1 BC.

29— La mediana A O de un tridngulo rectdngulo
an A, es la mitad de la hipotenusa.

3.2 — Cuando en un trifingulo A B C, rectdngulo en
A; la hipotenusa B C, es doble del lado A B del 4n-
zulo recto, el dngulo C es igual al tercio de un

veclo,
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4.°— El dngulo 1 A 0 de la mediana y de la altura
de un triangulo rectingulo, es igual 4'la diferencia
de los dos dngulos agudos.

5.2—Al mayor lado corresponde la menor me-
diana.

6.— La suma de las perpendiculares bajadas de
un punto de la base de un tridngulo isdsceles sabre
los otros dos lados es una eantidad constante, cual-
quiera que sea el punto elegido.

70— ¢ Qné resultard si el punto se toma desde la
prolongacion de la base?

8¢ — La suma de las perpendienlares trazadas de
un punto interior cualquiera de un tridngulo, sobre

los tres lados esigual & la alra del tridngulo.

9.2 — iQué sucederd si se trazan las perpendicula-
res de un punto exterior & un tridngulo?

CUADRILATEROS. 10.— Los puntos medios de los
lados de un enadrilitero son los vértices de un pa-
ralelogramo. ¢ Cudndo el paralelogramo es un rom-
bo? ¢Cudndo es un rectangulo?

11,— La recta que une los puntos medios de las
diagonales de un cnadrildtero, pasa por el centro del
P alelogramo enyos vértices estin en los puntos
me lios de los lados del cuadrilatero,

12. — Las diagonales de dos paralelogramos, ins-
<rito uno en olve, es decir, tales que los vértices del
unoestén sobre los lados del otro, se cortan en un
ISMO punto.

13.— Demostrar: 1.° que en un rectdingulo se pue-
de inseribir paralelogriamos euyos lados sean res-
pectivamente paralelos & las dingonales del reetan-
galo; 2.2 que el perimetro de cada uno de estos pa-
ralelogramos, es igual & la suma de las diagonales
del rectangulo.

14. — Siendo dado un rectdngulo y un punto situa-
do en el interior de este cuadrildtero; si se considera
al punto dado comouna bola muy pequena y al peri-
metro del vectingulo como una linea material perfec-
tamente eldstica, de modo gque enando la bola vayad
chocar en ella, se verifique que el dngulo de inciden-

&
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cia sea igunl al de rellexidn, encontrar la direceidn
en o cual es necesario lanzar la bola para que
vuelvie al punto de partida, después de tloear a los
cuatro lados del I'I'I'I}III};H'(I. ¢ Cual serd lu longitud
del camino recorvido por ki bolu?

15. — ¢ Undll es el poligono en que lasmna de los
dogulos es ipual & 20 rectos?

16. — ¢ Cual es ¢l poligono regular cuyo dogulo va-
le 1§ de dngulo wecto?

17. — Hallar el dngulo ae cada poligono regular
hasta el de 20 lados.



LIBRO SEGUNDO.

De la cireunferencia del eirculo,

99) DeriNtcroNes:—ELa circunferencia del elreulo
es una linea plana cuyos puntos estdn equidistantes
de otro situado en su plano, que se llama centro.

(Figurn 76.) (Figom 77.)

ON-

Uirculo es la porcién de plano limilada por la
circunferencia.

Un arco de eirenlo (¥) es una poreion AMB de
In circunferencia y la recta A B que liga sus extre-
mos se llama ecuerda del arco. Una cuerda corres-
ponde & dos arcos cuya reunion forma la circunfe-
rencia.

Se Nama radin, 4 toda recta que vi del centro 4 la
cincunferencia, tales son CA y CB.

(*) 8a acostnmbra 4 decir, por abraviacidn, eirenlo en ver e

eirennferencia del civeulo, ui 8¢ dice, arco de cirenlo refiriéu-

doge 4 In liiea,

g
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Se llama didmetro 4 toda cuerda D E que pasa por
el centro. Segin la definicidn, todos los didmetros de
ina misma circunferencia son iguales, puesto que
cada uno es doble del radio,

Llamase, en general, secante & la recta que corta
4 la circunferencia.

Teorema 52,

100)  Uhna linea recta, no puede encontrar d la cir-
cunfesencia de un cireulo en wds de dos pundos.
En efecto, si la recta encon-
(Figura 78.) trara & la circunferencia en
més de dos puntos, ligando
D 2 estos por reclas al centro,
N tendrviamos mis de dos obli-
e cons iguales trazadas de un
punto & una recta lo que es
ahsurdo, (41).

‘Feorema 53.

101) 1.2 El didmetro es la mayor de las cuerdas
de una circunferencia de circulo.
2.0 Kl diametro divide en dos partes iguales & la
circunferencia y al cireulo.
1.— Sea A B una cuerda que no pasa por el centro
C del circulo; tracemos los radios
(Figara 19.)  CA,CB, y el didmeiro A D,
En el midngulo A BC, tenemos

AB < AC + EB,
D pero
AC + CB = AD,
luego
: AB < AD,
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.
es decir, la enerda A B, que no pasa por el centro,
es menor que el didmetro,

22— Cortando en dos partes la figura por el dig-
metro A D y superponiendo la A BDsobre la AED,
de manera que el didmetro sea comiin, todos los
puntos de la primera se aplicardn sobre todos los
de la segunda, por ser equidisiantes del centro C.
Luego, el didmetro divide 4 la circunferencia y al
circulo en dos partes i1zuales,

Bependencia matua de los arcos
y de las cuerdas.

Teorema 54.

102) En un mismo circulo 6 en cireulos iguales,
4 arcos iguales corresponden ewerdas iguales. Rect-
procamente, dos arcos son iguales si tienen cuerdas
tguales, siendo los dos menores 6 mayores que wna semi-
circunferencit.

Siendo los circulos C A, C" A", iguales entre sf, y el
arco AEB igual al

arco A'E'B', lascuer- { Fignra 80.)
das AB y A'B' serdn
iguales, . A

En efecto, superpo-
niendo el eivenlo C,
sobre el C', de modo
fque sus centros coin.
cidan y que el punto
A se coloque sobre el
A, las dos circunterencias coincidirdn y el punto B
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se aplica sobre el B’ por la ignaldad de los arcos; en-
tonces las cuerdas A By A' B, que tienen comunes
las extremidades, coineiden también v son ignales,

Reciprocamente, si los arcos ALB y A'E' B, me
nores que wuna semi-circenferencia, tienen cuerdas
tguales AB = A'B', sevdn iguales enlve si.

En efecto, los radios levados & los extremos de
las cuerdas iguales, determinan dos tidngulos CBA,
C'B' A, que son iguales por tener sus tres lados
respectivamente iguales; Inego los dngulos en A y
en A’ de eslos tridngulos son iguales entre si. Sen-
tado esto, apliguemos el eentro C sobre el ' de
modo que el punto A se apligue sobre el A'; las
dos eircunferencias cowciden y la cuerda A B toma
Jadireceion de In A' B & causa de la igualdad de los
angnlos A = A% el punto B coincide con el B, y el
arco AEB esignal al arco A'E'B',

Teorema 55.

103} En un mismo civculo 6 en civeulos iguales, si
dos arcos son desiguales y Ienores que una semi-circun-
Serencia, el mayor s sublendido por la cuerda mayor
y reciprocamente

Sean los circulos CA, C' A", 1puales y ademds

( Figura 81.) arc. AB > are. A'B’

L g B Tomemos sobre el

' arco mayor A B una

! A parle AD = A'B', y
oy tracemos la reeta AL,

Siendo ignales los
arcos AD, A'B, lo
gerin sus cuer daus (b4) v probaremos que la cuerda
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ADB es mayor que la cuerda A D. Para esto. Irace-
mos los radios que coneurren 4 las extremidades de
las cuerdas A, AD. Tendremos asi gue, dnculo
ACD < dngulo ACB, y los Iridngulos ACD, ACB,
tendrdn un dngulo desigual comprendido entre dos
lados respectivamente iguales, y el tercer lado A B,
opuesto al mayor dngulo, serd mayor que el lado
AD = A'D opuesto al menor.,

103) Reciprocamente, en un mismo cireulo 6 en
circulos iguales, dos arcos menores que una semi-circin-
Jerencia son desiguales si sus cuerdas son desiguales,
w el que tiene mayor cuerda es el mayor.

En efeclo, si la

cuerda AB > cuerda A D,

el arco A B serd mayor que el arco AD. No podrd
ser igual O menor que este arco. porque en el primer
caso las dos cuerdas deberdn ser iguales, lo que estd
en contra de la hipdtesis: y en el segundo caso, la
cuerda A B deberia ser menor que la cuerda A D, lo
que ignalmente esta en contra de la hipdtesis.

()BSERVACION. — La cuerda de un arco mavor que
una semi-circunferencia, disminuye cuando el arco
crece, por tanto el teorema precedente y su reciproco
no serdan verdaderos sino en el easo en que los arcos
considerados sean menores que una semi-cireunfe-
rencia.

Teoremas a demostrar

1.o—Por un punto M, interior & exterior y por el
centro C de un circunferencia, se traza una secante
AMB 6 MAB que la corta en los puntos A v B;
1.° las distancias M A y M B serdn la mayor y menor
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desde el punto M & la circunferencia; 2.0 las rectas
que parten del punto M, hasta la circunferencia son
ignales de dos en dos; 3.0 consideradas dos de estas
rectas, la mayor serd aquella enyo segundo extremo
se encuentra mds distante del puuto A,

22— La mayor y menor distancin rectilinea entre
dos circunferencias interioves & exteriores, se miden
sobre la recta que liga sus centros.

32—La mayor y menor de todas las lineas recias
que pueden trazarse de un punto & una circunferen-
cia, pasan por su centro.

4.2—S5i.dos arcos AB, CD, de una misma cir-
cunferencia, son iguales, sus cuerdas A B, CD, y las
rectas A C, BD, que unen en cruz las extremidades
de estos arcos, se cortan sobre el mismo didmetro,

Teorema 56,

104) Elradio perpendicular d una cuerda divide
d esta y al arco sulitendido, en dos partes iguales.

Sea C D, el radio trazado perpendicularmente & la

cuerda A B; uniendo C con A y B,

(Figura 82.)  tendremos los dos radios C A, CB:

que son respecto & la perpendieu-

lar dos oblicuas iguales, cuyos pies,

por consigniente equidistaran del

pi¢ E de la perpendicular, luego
AE = EB.

Siendo E D perpendicular 4 la
cuerda A B, en su punto medio, el
punto D estard también 4 igual distancia de A y B;
lnego las cuerdas A D, DB serdn iguales, y de su
igualdad resulta la igualdad de los arcos AD, DB.

D
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106) Corovnario L — El centro de un circulo, el
punto medio de wiu de sus cuerdas y el punto medio
del arco por ella subtendido, estin sobre una misa
linea vecta perpendicular d la cuerda.

Como una linea recta esta determinada por dos
puntos, & por un solo punto y la condicién de ser
perpendicular 4 una recia dada, este corolario da
lugar a los seis enunciados siguientes :

1.o—El radio perpendicular d una cuerda, divide
d esta y al arco subtendido, en dos partes iguales.

20— La perpendicular trazada por el punto medio
de una cuerda, pasa por el centro del circulo y por el
punto medio del arco por ella sulitendido.

3.0—La perpendicudar trazada del punto medio de
un arco, sobre su cuerda, la divide en dos partes
iguales y pasa por el centro del circulo.

4.0—Fl radio que liga ¢l punto medio de una cuerda,
le es perpendicular y divide en dos partes iguales al
arco subtendido.

5.9— Bl radio que vd al punto medio de un arco,
divide  la cuerda de este arco en dos partes iguales
y le es perpendicular.

6.—La linea recta deferminada por los punlos
medios de un arco y de su cuerda, pasa por el centro
del civeulo y es perpendicular d la cuerda.

106) Corovagrto Il — EI lugar geométrico de los
puntos medios de las cuerdas de un chreulo, parale-
las d wna vecta dada, es el didmetro perpendicular
d esta linea.
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Teorema 57.

107) Tres puntos que no estdn en linea recla,
determinan una circunferencia de cireudo.

Sean A, B, C, tres puntos que no estdn en linea recla;

tracemos las rectas A B, B C. y levan-

(Fignra 83.)  temos en los puntos medios D, E,
perpendiculares 4 estas reclas. Estas
perpendiculares se corfarin en un
punto O, pues si ellas fueran para-
lelas, como dos paralelas tienen sn
perpendienlar comiin, las rectas A B
vy BC estarian en la prolongacion
de una de ellas y los tres puntos
A, B, C, estarian en linea recta lo
que es contra la hipdtesis.

El punto O, estd sitnado 4 igual distancia de los
puntos A, B, por pertenecer 4 la perpenidicular
levantada en el punto medio de A B; por ignal razdm.
estd 4 igual distancia de los puntos B, C. Por
consiguiente, el punto O equidista de los tres puntos
dados y es el centro de una circunferencia que
pasa por estos tres puntos. HEsta circunferencia es
tinica, pués el punto O, encuentro de las perpendi-
culares DO, EO, es el tinico del plano cuyas dis-
tancias & los tres puntos dados son iguales entre si.

108) Coronarto.— Das circunferencias de cir-
culo que ticnen tres puntos comunes, coinciden.
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Dependencia midtua de las longitudes de las
cuerdas v de sus distaneias al centro.

DerintcroNes. — Se llama  seeante & loda linea
reeta que ticne dos puntos comm-
nes con nni circunferencin  Asi,
larecta M N que tiene los puntos  MA
A B, comunes con la civennteren-
cia O, es und secande,

Cuando la recta prolonganda no ]
tiene mds que un punto connin con
la cirennlevencia, tiene el nombre
de fangende. () Esle punto se llama punto de coutacto.

{ Figurn B4.)

Teorema 5,

109} Enun civculo 6 en civeulos iguales: 1.2 las
cuerdas tguales cquidistan del centro; 2.0 de dos cuer-
das desiguales, la mayor es la s ceveana al centro.

12 —Sean A B, CD, dos cuerdas iguales de la
circunferencia (). Tracemos del
centro 0, las perpendicularves O H, 1 Figurn  85.)
OK, 4 las cuerdas y los radios
que concurren & los exuwemos
B, D. Los tridingulos OHB, O K"
asi formados, son iguales, por ser
rectdngulos y tener las hipotenusas
OB = 0D, porradios de la mis-
ma circunferencin, v los calelns
HB = KD, porque la perpendicular 4 una cuerda

(*) La verdadera definicidn de In fangente es la sigoientc:

La tangente s lo posicidn limite que toma In secante cuando
girundo al rededor de uno de los puntos comunes con Ia cirenao-
ferencia, ¢l segundo s voelye contiguoe al primerc.
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trazadla del centro, la divide en dos partes iguales.
De laigualdad de estos tridngulos, resulta

OH =0k

pero O H, O K, miden las distancias de las cuerdas
al centro, y luego, las cuerdas ignales equidistan
del centro, -

2.-— Sean las cuerdas

AB = CD

(Figura 86.)

Tomemos sobre el arco AB,
una porcion

AE = CD,

trazando la enerda A B, que por
ser-igunl 4 la C D estard & izual
distancia del ecentro. Sentado esto, tracemos la
perpendicular OH & la cuerda AB y la OK' & la
A E. Esta wiltima, encoentra 4 la enerda AB en un
punto I, formando un tridngulo 1H O, donde se tiene

10>,
Con mayor razdn
10 + 1K' > OH,

6 lo que es lo mismo
OK > OH,

¥ la cuerda mayor A B estd 4 menor distancia del
centro O, que la cuerda menor CD.
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110) Esconio.— Las reciprocas de las proposi-
ciones precedentes son verdaderas y se esidblecen
por reduceion al absurdo.

111) CoroLArIo.—La menor de todas las cuerdas
de una circunferencia que pasan por un punfo
wnterior, es la perpendicular al radio que pasa por
dicho punto, y la mayor, el didmetro correspon-
dicute.

Teorema 59,

112) 1.°—La perpendicular trazada ¢ un radio,
en su extremidad, es tangente d la circunferencia.

2.°— Reciprocamente, foda linea recte tangente G
una circunferencia, es perpendicu-
lar al vadio que pasa por el punto (Figura 87.)
dv contacto.

1o—Por el punto A, tracemos
la perpendicular B C al radio O A,
ln cual serd tangente 4 la cireun-
ferencia.

En efecto, la distancia O D, del
centro & un punto cualquiera D
de la recta B O, diferente del A,
serd oblicua 4 esta recta y por fanto mayor que
la perpendicular O A, Luego, 1os puntos D serdn
exteriores 4 la circunferencia y la recta BC solo
tene comin con esta el punto A,

20— Lseiprocamente, si la recia BC toca d la
circunferencia en el punio A, es perpendicular al
radio O A,

En efecto, siendo por hipGiesis, todo punio D
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diferente del A, exterior 4 la cirennferencia, el radio
O A es la linea mis corta que se puede trazar del
ceniro O 4 la tangente B C.

113) Coronario L — Por un punto de una cir-
cunferencia, no se puede trazar muis que una tan-
gente & la carva.

114) Coronario 1L —La tangente es paralela
4 todas las cuerdas que el didmetro que pasa por
el punto de contacto divide en dos partes ignales.

Teorema 60.

116) Dos rectas paralelas interceptan arcos iguales
de una circunferencia de eireulo.

Tres casos pueden presentarse: 1.2 gue las des
rectas paralelas sean secantes; 2.° que sean tangen
tes; 3.° que una sea tangenie y la otra secante,

1..—8i BC, DE, son las dos
(Fignra 88.) rectas secantes paralelas entre

F = 6 si, el didmelro AH que les es

n; :ﬁ perpendicular, divide en dos
X partes ignales 4 los arcos BA C,
® 9 *  DAE, subtendidos por estas
reclas.

Entonees, el arco B A es ignal
al arco AC, y el arco AD es
igual al arco AE, luego:

K— 5 L

arc. AD — arc. AB = arc. AE — are. AG

pero
arc. AD — are, AB = are, BD,

[
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arc. AE — are. AC = arc. CE,
e arc. BI) = are. CE.

2--5i las dos rectas IFG, KT, son tangentes y
paralelas entre si, el diimetro perpendicular & estas
dos rectas, pasa por sus puntos de contacto A y I,
luego

arc. ABH = are. ACH,

3°—5i una de las dos rectas paralelas es la
secante BC y la otra la tangente F G, el radio traza-
do del punto de contacto A, es perpendicular 4 la
tangente y & su paralela, luego divide al arco BAC
en dos puarles igoales,

arc. AB = are, AC,

Ejercicios.

10— ¢Cudl es el lugar geométrico de los puntos
medios de las cuerdas ignales en una circunferen-
cia de cirenlo dada?

2.0—Trazar por un punto dado, nna eircuferen-
cia de civeulo que toque & una recta en un punto
determinadao,

3.2— Trazar por dos puntos dados, una circunfe-
rencia que toque & una recta paralela 4 la deter-
minada por los dos puntos.

4.2 — Describir una cireunferencia que intercepte
cuerdas de la misma longitnd dada, arﬂlra dos rectas
paralelas,



a6 GECAMETRI. ELEMENTAL

52— Lns reclas que unen las extremidades de
dos enerdus paralelas, =e cortan sobre el didmetro
perpendicular 4 estas cuerdas.

Condiciones del contaclo y de las intersecciones
de dos circulos.

DerinIciON. — Dos circunferencias son tangentes
en nn punto comin, enando tienen la misma tan-
genle en dicho punto.

Teorema G1,

116) Si doscincunferencias se cortan, la rectw que
une sus centros es perpendicular d la cuerda comin,
¥ la divide en dos paries

(Fignra §0.) iguales.
Sean CA, C'A’, las
[ dos eireunferencias que

s¢ cortan en los puntos
E, F. Trazando la recta
que une Jlos centros
C, C, esta recta que
tiene dos puntos equi-
distantes de los extre-
mos de la cuerda comin
EF, es perpendicular 4
esta recta y la divide
en dos partes iguales

(117), Coror Ar10, — Cutando dos circunferencias

¥
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son tangentes en un punfo A, este punto se encuenira
aoire la linea de los centros, y es el wnico comin d
{as dos circunferencias.

En efecto, teniendo las dos eircunferencias C A,
' A, la misma tangente en el punto A, los radios
que concurran 4 este punto serdn, uno prolongacidn

{ Fignrn 00, §

del oiro, por ser ambos perpendiculares 4 una misma
rectasEF, en uno de sus puntos. En segundo lugar,
del teorema precedente resulta; que cuando dos eir-
cunferencias tienen dos puntos comunes, estos dos
puntos son simdfricos respecto & la linea de los cen-
tros, es decir, que se encuentran sobre una misma
perpendicular 4 esta linea, de uno y otro lado, y 4
ignal distaneia. Luego, si uno de estos puntos A, se
encuentra sobre la linea de los centros, el otro deberd
coincidir con ¢l y las dos cireunferencias no podrén
tener otro punto en comiin,

Dos eircunferencias trazadas en un plano, tendréin
dos puntos comunes: uno solo, 6 ninguno, En los
dos 1iltimos casos, una de las circunferencias podrd
ser interior O exferior 4 la otra. Luego, dos circun-
ferencias no podrin tener, una respecto 4 otra,
8ino cineo posiciones diferentes & las cnales corres-
onden los cinco teoremas sisnientes:
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Teorema G2,

119) Si dos civenmferencias CA, C' A’ son exte.
riores una d la otra, la distancia CC' de sus centros,
(Figiira 91) es mayor que la suma
de sus radios.
La vesta 1) (*) que
une los centros, corta 4
A4 las dos ecircunferencias
cn los puntos A, A’ y
es ignal 4 la suma de

los radios aumentada
de la distaneia A A’ de los dos puntos. De suerte que,

D>r+ ¢

Teorema G3,

120) Si dos circunferencias C A, CA", son tan-
nentes exteriormente, la  distan-
cia de los centros es igual d
la suma de sus radios.

El punto de contacto A, de
las dos circunferencias, estd
situado sobre la linea D = Q0"
que une sus centros y com-
prendido entre estos puntos
puesto que las circunferencias son exteriores, luego

(Fignra 92.)

D=r+2

(®) Llamarcmos pars abreviar
OC=D,CA=r, CA' = ¢

.--ﬂ

o —— o i —
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Teorema 64,

121) 8i dos circunferencias son secantes, la dis-
tancia de sus centros es menor que la suma de sus
radios y wmayor que Ssu

diferencia. ( Figura 93.)
Siendo A, uno de los

puntos de encuentro de B

las dos ecirennferencias y m

trazando los radios que

van & este punto, tendre- '

mos el tridngulo CAC 5

que da

D <r+ 5D Sp—at

OBSERVACION. — Cuando dos arcos de circulo se
cortan en un punto, se dice que ellos forman un
angulo en dicho punto, y se mide por el que for-
man las tangentes trazadas 4 estos arcos por el vér-
tice y en el mismo sentido que ellos.

De aqui resultan los dos teoremas fdciles de de-
mosirar:

12— El dngulo de dos arcos de cireulo, es el suple-
mento del que forman los radios que concurren al
vértice.

90— Dos circunferencias secantes, se cortan en dos
puntos bajo el mismo dngulo.
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Teorema 65.

122) Cuando dos circunferencias son tangentes in-

(Figura 94, ) teriormente, la distancia de los
centros es igual d la diferencia
de sus radios.

El punto de contacto A, estd
situado sobre la linea CC' = D
de los centros y del misme lado
de los dos puntos por ser una
da las circunferencias interiores 4 la otra; por
consiguiento

Teorema GG.

128) Si dos cireunferencias no se tocan, siendo

una de ellas interior d la otra, la

distancia de los centros es menor
que la diferencia de los radios.

Prolongando la recta CC' = 1)

e Y que une los centros, esta encon-

trard & las dos circunferencias en

los puntes A y B, la distancia

C (7, es igual 4 la diferencia de los ra.-::l.ws, dlsmmmda

de lu. distancia B A, luego

{ Fignrn 95.)

D<y—y

124) Cororario.— Las reciprocas de las cinco
proposiciones precedentes son verdaderas. En efecto,
las cinco posiciones que pueden ocupar dos ecir
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enlos son excluyentes las unas de las otras, es decir,

que si dos circulos ocupan una de las cinco posi-

ciones, no podrin oecupar al mismo tiempo una

de las otras cuatro. Luego las propiedades que ca-

racterizan estas posiciones se excluyen mituamente.
Las relaciones:

1.8 D > r 4+ ¢ para loscirculos exteriores

2.2 D =r 4 7 Id tangentes exteriormente
R Bl e t

3.2 Id los eirculos secante.
[D>r—7)

4. D = r — " Id tangentes interiormente

Ha D <<y — ¢ Id interiores uno al otro

Verificada la 1.8, lleva consigo d fortiori D >r—1v'
v excluye por consecuencia 4 las ofras eunatro.

Lo mismo para la segunda. En cuanto al caso de
lca efrenlos secantes, una de las dos relaciones que
o caracterizan no lleva consigo 4 la otra y es
necesario que estas dos condiciones existan simul-
taneamente, para que su conjunto excluya 4 las
otras cuatro. En fin, la cuarta relacién D =» — ¢’
leva consigo & la D <"r + #", y excluye por consi-
guiente, las relaciones de los ofros cuatro casos. Lo
mismo sucede con la quinta condieion. Resulta pues,
que las reciprocas de las cinco proposiciones, son
verdaderas.
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Ejercicios

L»—Cuando dos circunferencias no se tocan, la
menor y mayor de las rectas que pueden trazarse de
una é la otra, pasan por sus centros,

2.—¢Cudl es el lugar geométrico de los centros
de las circunferencia descritas con un mismo radio
¥ que corian bajo un mismo #dngulo & una ecircunfe-
rencia dada?

3.0—¢Cudl es el lugar geométrico de los centros
de las circunferencias, que descritas con un mismo
radio, dividen en dos partes iguales & una cireunfe-
rencia dada?

4.9%—Describir una circunferencia que pasando por
un punto dado, puse por otro punto tocando & una
circunferencia dada, en un punto determinado.

bo—Demostrar que cuando van & concurrir & un
punto, varias cuerdas |¥l'0]{in§ﬂdas de una circunfe-
rencia, sus puntos medios estan sobre una eircunfe-
reéncia.

6.0—Describir de los vértices de un triangulo tres
:::lircuni'n.*.renclnsinles. que cada una togue 4 las otras

035,

Medida de los dngulos.

125) Medir una magnitud, es hallar el niimero
de veces que la unidad de su especie y puartes de
esta, estdn contenidas.

Cuando una magnitud dada, estd contenida exacta-
mente un cierto nimero de veces en otras dos mag.
nitudes, la primera es una convin medida de las otrag
dos.

Entre todas las medidas comunes 4 dos magnitu-
des, habrd una mayor que las otras la que toma el




GEOMETRIA ELEMENTAL 103

nombre de mdrima convin medida, conteniéndolas
como sus purtes alicuolas,

La méxima comin medida se obtiene por un pro-
cedimiento andlogo al de la Aritmética para encon-
trar el mdximo comitn divisor de dos nimeros enteros.
Para obtener la mdxima comitn medida, se lleva suce-
sivamente la menor de las magnitudes sobre la ma-
yor; después el resto sobre la menor y asi signiendo.
Si se’encuentra nna magnitud que esté contenida
exactamente, las magnitudes son conmmensurables entre
si, si esto no es asi, es decir, 51 es necesario pro-
longar indefinidamente la operacidn, las magnitudes
seran inconmensurables entre si. Esto dltimo lo ob-
servamos, si tratamos de la comiin medida del lado
de un enadrado y su diagonal.

126) La razén de dos magnitudes de la misma
especie, es el nimero -que expresa la medida de la
primera tomanio & la segunda por unidad.

Si dos magnitudes A, B, (por ejemplo lineales) son
conmensurables, la razin de estas magnitudes es en

(Figura 96.)

3 3 .

1 (t

= 1 L - & =

4
B
!

2t ok
s |

general, un niunero fraccionario, que se ohtiene divi-
diendo uno por otro los dos nitmeros que expresan el
wimero de veces que una unidad comun cualquicra,
esti contenida en cada wna de cllas.

Sen M = 0201 la miixima connin medida de las
dos magnitudes lineales A, B; se tendrd
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A=4M = 004,

Il

B=%M = o=07,
v la razdm

=11 =

Si m es una medida comiin enalgniera por ejemplo,
10. w1 = M, serd m = 0.m0)1,
se tendra
A=4=x10.m =4 x0m01 = 004

B=7T=x10.m=173x0201= 0m07,

-
-
wd =

Luego, cunalguiera que sea la comin medida m, la
razOn tendrd siempre el mismo valor.

Reciprocamente: cuando la razin de dos magnitu-
des es wun nitmero entero 6 fraccionario, estas magnitu-
des son comensurables entre si.

En efecto, si la ranzdn

el sétimo de B, estard contenido 4 veces en A,
¥ las magnitudes A y B, tienen una connin medida
ignal al sétimo de B.

Cuando dos magnitudes A, B, son inconmensuralles
enlre §i, no se podrd mediv la primera tomando dla
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sequnda B por unidad; pero se podrd siempre encon-
trar una magnitud A' que sea conmensurable con B
y que difiera, tan poco como se quiera, de la magni-
Lud A.

En efecto, si se divide & B en un mimero mny
grande de partes iguales, 1.000.000, por ejemplo, y
se toma para valor de A’, al mayor miltiplo de esta
fraccidn de B contenida en A, el error que se come-
te al tomar A’ por A, serd menor que una millongé.
sima parte de la magnitud B.

En las aplicaciones numéricas se reemplaza siem-
pre A por A’, y cuanto se refiern & la razin de A
4 B dehert entenderse que se refiere 4 la de A" 4 [,

127) DrriNicroNes:— Se llama dngulo al centro,
un dngulo cuyo vértice esti situado en el centro
de una circunferencia de circnlo.

Se llama dngulo inserito en un ecirenlo, al forma-
do por dos enerdas que se cortan sobre la circun-
ferencia de este civenlo.

Sector de cirenlo, s ln poreion comprendida entre
dos radios. Segninto de cireulo €s la poreidn de un
eirenlo comprendido entre un arco y su cuerda.

Un poligono es inscrifo en un cirenlo, cnando sus
vértices estdn sitnados sobre la circunferencia, Reef-
procamente, se dice que el circulo es circunscrito al
anlizono.

Teorema 67.

128) En un civculo 6 en cireulos iguales, dos dngu-
fos al centro iguales, interceptan arcos iguales y reci-

procamente.
Considerando los dos eireulos CA, C'A' igrales
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entre si, demostremos que los arcos AB, A'B,
mterceptados por los lados de dos dngulos iguales
ACB, A'C'B, son también iguales entre s,

(Figura 87.)

Para esto, se superpone ¢l efreulo ' A? sobre el
CA demodo que el punto A' se coloque sobre el A;
el radio C' A’ se colocard sobre el C A y las dos cir-
cunferencias coinciden. Pero siendo, dngulo A' C' B’
= angulo ACB, por hipiiesis, el radio O'B' se
aplica sobre el CB; el arco A'B’ coincide con en
el arco A B y se tiene

arco A'B' = a1co A B,

Reciprocamente, silos arcos A'B', A B, son iguales,
los dngulos al centro que les corvesponden, son tam-
bién iguales.

Pues si superponemos los efrculos de modo que
los radios C'A° y CA coinciden, el arco A'B se
aplicard sobre el A B, por ser iguales; el radio B'C"
toma la direecion del BC y los dngulos al centro
A'C'B!, ACB, cuyos lados coinciden en la super-
posicion, son iguales entre si.

-129) CoroLARIO.— Si se hace centro en el vértice
de un dngulo vecto ACB y describe una circunfe



GEOMETHRIA ELEMEMTAL 107

rencia cualquiera, de radio CA, el arco AB, inlerceplady
por este dngulo, es iqual al
cuarto de la circunferencia. ( Fagurn 98 )

En efecto, los cuatrn an- A
gulos lormados por las rectas
AU, CB, prolongadas, son
iguales entre si por ser ree-
tos, y dividen & la circun- g
ferencia en cuatro arcos
iguales,

OBSERVACION. — Se desig
na con [recuencia, al cuarto

de la circunierencia con el nombre de cuadrante.
Teorema 68.
130)  En un cireulo 6 en circulos iguales. la razon

de dos dangulos al centro, es igqual @ la de los arcos
interceplados.

Cunsideremos, en dos circulos iguaies, AC, A'C,

( Figura 99.)

dos éognlos al centro ACB, A'C'B', y los arcog
interceptados AB, A'B’, que supondremos conmen.
surables entre si, y demostre mos, que la razén de los
dngulos es la misma que lu de los arcos.
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En efecto, sea AD = m, la comin medida de los
arcos AB, A'B, tal que

AB=4dm A'B = T.nm.
y la razém de los arcos serd

AB _ 4
AR

Sentado esto, tracemos en las des circunferencias
los radios que corresponden 4 los puntos de divi-
sifn de los arcos AB, A’ B, los que formardn dn-
gulos al centro que interceptando arcos iguales
serdn iguales entre si.

De este mode, el dngulo A CB, resulta dividido
en 4 dngulos iguales al ACD; el A’C'B’ en 1T,
iguales 4 los anteriores, y su razon serd

i
dng. A'Q'B. - T

““are. AB _ 4ng. ACB
arc. A'B' ~ 4ng. AC B’

OBpsErvACION. — Si los arcos AB, A’ B, no son
conmensurables, dividiremos, por ejemplo, al A'B’
en 100 partes ignales; una de estas partes la llevare-
mos sucesivamente sobre A B, 4 partir de una de sus
extremidades suponiendo que ella resulte contenida
80 veces quedando un resto menor que ella. Enton-
ces, la razon de los arcos AB y A'D, estard com-
prendida entre s y fds. Si llevamos los radios
que concurran # los puntos de divisién de los arcos,
formaremos 100 dngulos iguales entre sf en el Angulo
A'C'B’ y 80, mds uno menor, en el dngulo ACB; de
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modo que podemaos decir: que la razim de los dnguo-
los ACB, A'C’' B, estard comprendida entre &% ¥
Tov ¥ luego, entre los mismos nimeros consecutivos
de centésimos, que la razdén de los arcos.

(loroLARIO. — Se demuestra del mismo modo, que
la razin delos dos sectores ACB, A'CQ' B, es igual a
la de los arcos AB, AT,

Teorema 69

131) Todo dngulo, tiene por medida el arco que
intercepta sobre una circunferencia descrita de su vér.
tice como centro, y con un vadio arbitrario, siempre
que se tome por unidad de medida al dngulo al centro
que intercepta, sobre esta circunferencia, el arco elegido
por unidad de longitud.

Sea A CB el dngulo que se trata de medir y tome-
mos como unidad un dngulo enalquiera BCD.
Del wértice C como centro,

y con un radio arbitrario C A, (Figura 100.)
deseribamos una cireunferencia %

de eirculo sobre la eunal, los \
dngulos al centro ACB, BCD, B

intereepian los arcos AB, BD,
¥y tomemos al arco BD inter-
ceptado por la unidad de dn.
gn[l}o, {.‘:(ITE:D unidad de longitud ’/
de los arcos de la circunferen-
cia. La medida del dngulo ACB esta expresada
ACB
BCD’

por la razdn ¥ la del arco AD por la

AB y
razon —— , pero estas dos razones son iguales.

BD
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puesto que los dngulos al centro ACB, BCD, es-
tdn entre si como los arcos AB, BD, que ellos

interceptan; luego, la medida del dngulo al centro.

ACD es la misma que la del arco AB compren-
dido entre sus lados,

OBservAcroNEs, — Ordinarinmente se usa la locr-
cibn inexacta: Este dngulo tiene por medida tal arco,
por ser mds corta que la verdadera; este dngulo tiene
ta misma medida que tal arco.

Se toma ordinariamente, al angulo recto por unidad
de dngulo, y entonces el cuarto de la circunferencia
es la unidad de longitud de los arcos.

132) De lo que precede resulta, que cuando se
quiera medir un dngulo, se deseribird una circuferen-
cia de efreulo con radio arbitrario y centro en el
vértice del dngulo, comparando luego, al cuarto de
la circunferencia, ¢l arco interceptado por el dngulo
en cuestidn. Para hacer esta comparacidn, se divide
al cuadrante en un cierto numero de partes iguales,
buscando el mimero de estus partes que estdn con-
tenidas en el arco interceptado por el angulo dado,

Se ha convenido en dividir el cuadrante en 90 par-
tes iguales que se llaman grados, correspondiendo,
por tanto, 360 partes 4 la circunferencia completa,

Cada grado se ha dividido en 60 partes iguales
que se llaman sminufos y cada minuto, en otras 60
partes iguales que se llaman segundos. Por consis
guiente, el cuarto de circunferencia contiene 5400 mi-
nutos, 6 324000 segundos,

Los grados se indican por la letra (°) escrita arriba
yala derecha del nimero que los representan; los
minutos por un acento agudo (') y los segundos por
dos ("), Asi, el niimero 16°, 52, 30, expresa 16 gra-
dos, 52 winutos, 30 segundos,

PRSI E———
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Se Huma dngulo de 167, 52 20" al que interceptard
sobre una circunferencia un arco de 16+, 52 30",
Para valuar la razdn de este dngulo al dng J
se¢ divide al mimero de 5l'gun%lus L'um:'nn:iill:_:;l:: ut:i
arco 16° 52, 30 por el niimero de segundos conte-
nidos en el cuarto de la circunferencia & sea el arco
de 800, y s2 encuentra que ei dngulo propuesto es
igual 4

(OTH0 3

324000 16"

es deeir, igual 4 f; de dngulo recto.

Teorema 70,

133)  Todo dngulo inserito en una circunferencia de
cireulo, tiene por medida la mitad del arco comprendido
enfre sus lados.

Tres casos pueden presentarse: 1.° que el dngulo
inserito esté formado
por un diametro ¥y (Figura 101.)
una cuerda; 2.0 que
esté formado por dos
cuerdas que compren-
den el centro; 3.° for-
mado por dos ener-
das que no lo com-
prenden,

1.er Caso—Que el
ingulo inscrito  esté
formado por el did-
metro B D yla cuer-
da A B,

Sea ABD = « el dngulo dado; fracemns por el
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v .
centro C de la ecircunferencia, el didmetro E F para-
lelo & AB, que formari con el BD el dngulo §
ignal al =, por correspondientes,

El dngulo al centro § tiene por medida el arco
ED que intercepta, pero

arco ED = arco BT,

por ser iguales los dngulos al centro & que corres-
ponden, también.

arco AE = arco BT,

por estar comprendidos entre cuerdas paralelas,
luego
arc. AE + arc. ED = 2 are. BF
6 bien .
arc. AD = 2 are. ED

e 1 are. AD = are. ED,

Luego, el dngulo inserito =, tiene por medida la
mitad del arco comprendido entre sus lados.

20 Caso.—Que el dngu
lo inscrito ABD = =, estd
Jormado por dos cuerdas
A B, B D, comprendiendo al
centro de la circunferencia.

Tracemos por el vértice
B3 del angulo, el didmetro
B E que dividird al &ngulo
en dos, 8 71, lales, que

(Figura 102.)

e=8 4 un

Pero el dngnlo inserito § tiene por medida el arco

i —
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AE . o "
e (caso anterior}; el 1 tiene por medida el arco
ED
50 lnego

i (are. AE + are. ED) = § arc. AD,

serd la medida del dngulo = propuesto.

3.0 Caso.— Que el dngulo insorito ABD = =, esté
formado por dos cuerdas que no comprenden al
cenlro.

I'or el vértice B, tracemos el didmetro B E, ¢l que
formard los dngulos B, v,
eon los lados del dngulo
dado, tales gne

( Fignra 193.)

«=H8—7

Pero el dngulo g tiene por
: AE

medida el arco j?j"i ol dn-

gulo 1, tiene por medida

DE
el arco = lnego

i (arc. AR — are. DE) = f are. AD

serd la medida del Angulo propunesto.
134) Corouanto L.— Los dngulos inscritos en un
mismmo segmento de cireulo, son iguales.
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Asi, todes los dngulos en B, E, F, cuyos lados

(Figura 104.)

pasan por los puntos A y
), son iguales pués tienen
por medida la mitad del
mismo arco A D eompren-
dido entre sus lados.
Cuando el segmento es
un semi-cirenlo, los dngu-
los inscritos son  rectos
pués tienen por medida la
mitad de una semi-cireun-
ferencin. Si el segmento
€5 Ay or 0 menor (ue un

semi-cireulo, los dngulos inscritos son agudos 1

obtusos,

135) Cororarto IL.— El dngulo =, formado por
vita tangente DA y wuna cuerda A B que pasa por el

(Figura 106.)

punto de contacto, tiene por
medida, la mitad del arco
A B comprendido entre los
lados.

En efecto, trazando por
B. la cuerda BC parale-
la i la tangente, se forma
el dngulo inscrito § = =,
que tiene por medida & ar-
co AC; pero areo AC =
arco AB por estar eom-
prendidos entre cuerdas
paralelas; luego ¥ arco AB,

es la medida del dngulo propuesto s

186) Comnovnanio I — Los dngulos opuestos de
un cuadrildtero convero inscrito en una circunferencia
de eireulo, son suplementarios.
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Sea ABOD el enadrilitero propuesto. El dngulo
B inserito, tiene por me-
dida (Figura 108.)

t arco ADC;

el Angulo opuesto 4 del
cuadrildtero tiene por me-
dida

4 arco ABC;

entonces, la suma B -+ 8
de los dngulos opuestos
tienen por medida

i (are, ADC + arc. ABC)

es decir, la mitad de la circunferencia circunscrita, y
por tanto ? y & son suplementarios.

La reciproca es verdadera, es decir:

Si los dngulos opuestos de un cuadrildtero son su-
plementarios, el cuadrildtero serd inscriptible en un
circudo.

Teorema 72,

137) Todo dngulo formado por dos secontes que
8¢ encuentran en el interior de un circulo, tiene por
medida la mitad de la suma de los arcos comprendidos
entre los lados y sus prolongaciones.

Bea = el dngulo propuesto y prolonguemos sus
lados hasta los puntos E y D. Trazando la cuerda



16 GEOMETRIA ELEMENTAL

PC, tendremos que el dngulo =, es externo en el
midgngulo CDB y por
tanto = = D + C.

Pero la medida del dn.
gulo D es ¥ arco A C;
la medida del C es  arco
ED. luego la medida del
dAngulo = serd

i (arec. AC + are. ED)

es decir.1igual 4 la mitad
de la suma de los arcos
comprendidos por los lados del dngulo y sus prolon-
gaciones.

(Figura 107.)

Teorema 73.

188) Todo dngulo formado por dos secantes que
se encuentran en un punto fuera de un circulo, tiene
yor medida la semi-diferencia de los arcos compren
didos entre sus lados.

Sea = el dngulo dado; tracemos por el punto D,

una cuerda DF paralela

(Figura 108 4 la secante B A y tendre-

mos que los dangulos = y ¢

son ignales por correspon-

dientes. Entonces, la me-

dida del dngulo =, es § ar
co FC; pers

1 are, FC =1 (arc. AC —

are. A I)
y como are. AF = are. ED

por estar cemprendidos
entre cusrdas paralelas,
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la medida del Angulo = serd
t{are. AC — are. ED)

es decir, la semi-diferencia de los arcos comprendi-
dos entre sus lados.

Onpservaclozes. — De la misma manera demos-
trariamos que la medida de un dngulo formado por
una tangente y una secante & por dos langentes,
tiene por medida la semi-diferencia de los dos arcos
comprendidos entre sus lados.

Ejereicios.

1.e—¢Cudl es el lugar geométrico de las posi-
ciones en un plano, del vértice de nn dugulo cuyos
lados pasan constantemente por dos puntos dados?

20— ; Cudl es el lugar geometrico de los puntos
melios de las cuerdas interceptadas por una cir-
cunle encia, sobre todas las secantes que pueden
trazarse por un punto dado?

82— 5 de un punto de una circunferencia cir-
ennserita 4 un tridngulo, se bajan perpendiculares
swbre sus lados, los piés de ella; estarin en linea
recti.

40— Los piés de las perpendicnlares trazadas de
Ins vértices de un fridngulo sobre los lados opuestos,
son los vértices de un segundo tridngulo cuyos
aneulos tienen por bisectrices las alturas del primero.

o-—Trazando ecuatro cireunferencias de modo
qna eada una pase por dos vértices consecutivos
de un enadrildtero inscrito, estas curvas se cortan
cu cuatro puntos diferentes de los vértices del
cuadrilitero. Demostrar que estos cuatro puntos
pertenecen 4 una misma circunferencia.
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Ge—Cuando los lados de uoe dneulo cortan A
dos circunferencins, las cuerdaz de los arcos, que
intercepta sobre una de estas curvas, prolongadas
indefinidamente., lorman con las vcoerdas de los
arcos interceptados sobre la owra, an cuadrilatero
inscriptible.

To—81 por uno de los puntos de inferseccidn
de dos ecircunferencias se Iraza una secante, esla
cortard & las “ircunferencias en otros dos pumos
cuyas tangentes forman un dngulo constante.

8°—85i de un punto de wpa circunferencia eir-
 cunscrita A un (mangulo se trazan tres reclas 4 los
vérfices de este, una cualquiera de ellas serd igual
d la suma de las otras dos.

Ejercicios nnméricos.

90— Qué fraccidu de ana circunferencia es un
arco de 27° 17 427

10. — Caleular la razdén de dos arcos de una
misma curcunferencia, teniendo uno 321° 22° y el
otro 27+ 21 1.

11,—Calecular la distancia de los centros de dos
circulos Jde radios 0@ 05 0= 02 sabiendo que una
tangente comiun interior forma un dngulo de 300
con la linea de sus centros

12. —=Siendo los lados de un inangulo, circunserito
4 nna circunferencia, expresados por 412 m 506 y
614 = calcular los valores de los seis segmentos
determinados por los puntos de conlacto.

e
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Problemas.

RESOLUCION DE PROBLEMAS ELEMENTALES
SORRE LA CONSTRUCCION DE ANGULOS Y TRIANGULOS,
EMPLEANDO LA REGLA Y EL COMPAS,

139) DeriNicioNes.—Para trazar una linea recta
sobre el papel, se emplea un instrumento que se Hama
regla. La regla es una barra de madera 6 metal
cuyas caras son planas y sus bordes rectos.

‘Cuando se quiera trazar la recta que une dos
puntos dados sobre un plano, se colocard sobre este
plano, una regla de manera que uno de sus bordes
pase por los dos puntos dados; después se hace resba-
lar desde un punto al otro y & lo largo de este borde,
la punta de un lapiz ¢ tira-linea.

Para comprobar que el borde A B de una regla
CD es recto, se traza una recta M N sobre el papel

{ Fignm 100.)

o r

R LA R L L

C 0

bien tendido, haciendo resbalar la punia del ldpiz
& lo larzo del borde A B; y se vé siinvirtiendo la
regla, este borde coincide con la recta trazada. Se
reconoce que el borde A B es recto enando trazando
otra recta en Ja segunda posicitn, coincide con la
primera en cuyo caso la regla serd buena.

140) El eompds ordinario es un instrumento con el
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cual se puede describir una eircunferencia en un pla-

(Figura 110.)

no. Se compone de dos ramas de
metal enyas extremidades ter-
minan unas en punta y las otras
estan articulaudas de menera 4
poder abrirlas y cerrarlas, es
decir, de manera 4 poder aumen-
tar 0 disminuir el dngulo que
¢llas forman.

Para describir una cireunfe-
rencia de eirenlo cuyo centro
y radio son dados, se alre el
compds de manera que la dis-
fancia entre sus puntas sea igual
al radio dado; en seguida se co-
loca una de las puntas en el
centro y se hance girar la otra
alrededor del centro, apoydndo-
la sobre el papel, la cual traza
la circunferencia, La rama mo-
vible termina ordinariamente

en un kipiz 6 tira-linea que traza en el plano la
eircunferencia buscada.

PRUPLEMA L

141)  Formar un dngulo dado en un punto eual-
quiera N de una recta M N.
~Sea ABC el dngulo dado. Con centro en B ¥ una
abertura de compds arbitraria, se traza el arco
ac; luego con la misma abertura de compds y cor
ceniro en N se traza el arco mn, y con una aberturs
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ac se traza el arco QP que cortard al mu én un
punto D el cual unido al N, por medie de una recta,

(Fignra 111,)

nos dard el dngulo buscado. Los dngnlos N v B
serdn ignales por tener arcos iguales por medida.

PROBLEAIA 11,

142)  Siendo dados dos dngulos de wn tridngulo,
construir el tercero.
Sean A, B, los dos dngulos dados. Sobre una

(Fignmm 1129

ST

i A \‘E/ 5 N

Fecla indelinida MN. y en uno cualquiera de sus
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puntos O, se forman los dngulos A y B, es decir,

MOP = A QON = B;
pero como

A+ B+ POQ = 2 reclos,

por ser la suma de los dngulos formados alrededor
de un punto y de un solo lado de la recta MN, se
tendri que el dngulo PO Q es el pedido, puesto que
es el suplemento de la suma A + B de los dos dngu-

' los dados.

PROBLEMA I11L

148) Siendo dados un lado de un tridngulo y sus
dos dngulos adyacentes, construir el tridangulo.

{ Flgnm 113.)

Sea ABC el tridngunlo buscado del cual se cono-
cen el lado & y los dngulos A y C.

Sobre una recta indefinida M N, tomemos una
longitud
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AC = I
formemos en A’ y (', los dngulos
FA'C= A, DCA =0(,

y las dos rectas A'E, C'D forman con A'C' el
tridngulo A’B'C’ que es igual al tridngulo buscado
pués estos tendrdn respectivamente iguales un lado
y los dngulos adyacentes (28).

OnsErvAcION L — Para que el problema sea posi-
ble, es necesario y suficiente que la suma de los
dngulos dados sea menor que dos dngulos rectos.

OBsERVACION II.—Si los datos del problema
fueran, dos dngulos cualesquiera y un lado, se for-
mard el tercer dngulo (Prob. II) refiriéndose asi, al
problema anterior,

PROBLEMA IV,

144) Dados dos lados de un tridngulo y €l dngule
comprendido eutre ellos, construir el tridngulo.

[Figura 114.)

(Y

Sea ABC el tridngulo buscado en el cual cono-
cemos los lados b y ¢, y el dngulo A.
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Sobre una recia indefinida M N, tome:nos
AC = Iy
constrnyamos en A' el dangulo
FAEL = A

¥ toimnemos
A'D = AB

Lt

El tridngnlo A'B'C' serd igual al buscado, pue
estos dos tridngulos tienen dos lados respectivamente
iguales, ¢ igual el dngulo comprendido entre ellos. <

OBsErvaciON, — El problema es siempre posible
y uo admite mis que una solucion.

PROBLEMA V,

145) Dados dos lades de un tridngulo y el dngulo
oresto d uno de ellos, construir el tridngulo.

Sean A BC el triangulo buscado del eual conoce:
mos los lados b, ¢, y el dngulo B opuesto & uno
de ellos.

Sobre una recta indefinida MN y en uno cuoal
quiera de sus puntos B’ formemos el dngulo dado B;
tomemos B' A" = ¢, y con centro en A’ y radio
A'C = ), tracemos un arco de eiveulo gue cortavd,
en general, en dos puntos €', C", & la recta M N.

Sentide esto. tendremos que distinguir tres casos:

12 Caso 6> ¢

Los puntos €', ", se encuentran siuados & ambios
lados del punto B . ¥ se forman dos tridngalos A'LC
y A'B'C" El primer. satisface d lus condiciones del
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enunciado, pero el segundo no las satisface, pués el

(Figura 115.)

1

i e " c
dngulo A'B'C" no es igual al dado sino & su suple

mento. Luego, el problema admite siempre una séla
solueidn.

b gaso, b=
Eun este caso, el dngulo B debe ser agudo, pués es

(Fignra 118.)

nuno de los dnguios en la base de un tridngulo isGs-
celes.
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La construccion muestra que el problema no es
posible si no se enmple esta condicién y siéndolo
asi el problema admite una sola solueitn.

8+ Caso. b <e.
En este caso, el dngulo C debe ser mayor que el

{ Figura 117.)

dngulo B, pués subemos, que & mayor lado se opone
mayor dngulo, ¥y por consiguiente el problema solo
serd posible si el dngulo B es agndo. Cumplida esta
condieién, si los puntos C', C", existen, estardn
situados de un mismo lado del punto B' y los dos-
tridngulos A'B'C', A'B'C7, satisfardn 4 las condi
ciones del enunciado, y el problema tendra dos solu-
ciones con la condiciom de ser b > A'H, es deecir,
con la condicion de ser el lado b mayor que la
perpendicnlar A'H. Sifuera b = A'H el problema
tendrd una sola solueidn.

FROBLEMA VL

146) Dados los tres lados de un tridngulo, cons
truir el (ridngulo.
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Sea A BU el tridingulo dado en el cual conocemos
sus tres lados a, b, c.

Sobre In recta in- (Fieura 118.)
definida M N, tome-
mos una longitud a8

A'C =h e a

Haciendo centro en A a
los puntos A’ C', y :
con vadios respecti-
vamente ignales a ¢ 8
¥ a, deseribamos dos
arcos de ecirculo los
cuales ge cortarin er.
un punto B° que uni- “ A c N
do & los A" (', nos
daran el tridngnlo buscado, pués A'B'C" y el bus
eado, serdn iguales por tener sus tres lados respecti
vamente ignales.

‘Para que el problema sea posible es necesario y
suficiente que los dos arcos de circulo se corten, es
decir, que se tengn

l<ad4+eyb>c—un

suponiendo que ¢ > a.

PROCLEMA VIL

147) Por un punto dade trazar wuna perpendi
cul ar a wna recla.
« 1.2¢ Caso.— Si el punto dado A estd sobre la recta
B C, se marcardn sobre esta dos puntos B, €, que
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equidisten de A; para lo cual describiremos con
centro en ese punto,

(Figura 110, un semi-circulo que
dard los puntos B y C.

o Haciendo centro en
'i"\ los dos puntos, asi

determinados, y con
un radio mayor que
AC trazaremos dos
arcos de cireulo, gue
cortindose  determi-
nardn un punto Dy
trazando la recta DA
esta serd perpendicular & B C, puesto que tiene dos
puntos equidistantes de los extremos B y C de la

recta. ¢
20 Caso—Siel punto A estd fuera de la recta
B C, describiremos

=
e
Lr ]

(Figurs 120.) con ceniro en  este
punto ¥y un radio
A mayor que su distan-

cia & la recta, una se-

mi-circunferencia la

que cortard 4 la recta

\ en dos puntos B. C,

8 o los cuales equidistan

P del punto A. Hacien-

do centro en los pun-

tos B y C, con un

radio mayor que [1—0. se traza 1 dos arcos que cors

tandose determinan otro punto D equidistante de

ellos y uniendo D con A tendremos la perpendicu-
lar D A buscadas
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PROBLEMA VI,

148) Por un punto dado, trazar una paralela
é una recta dada.

1.2 Sorucion.— Por el punto dado D, tracemos
una recta DD gue
corte 4 la recta dada (Figura 121.)
MN en un punto
cualquiera A; en el

punto D), formemos g N
con la recta DA el
dngulo ADP = én-
gulo NAD y laree- DA

5 ¥ L T Ta B
ta D P serd la parale- o
la buscada, puesto T

que las dos rectas
MN, P Q, forman con
la transversal DB,
Angulos alternos - internos iguales.

91 SonucioN.— Tracemos, sucesivamente, por el
punto D, la perpendicular D C 4 la recta MN,yla
perpendicular DP 4 DC. La recta DP serd para-
lela & MN puesio que ellas son perpendiculares é
nna misma recta D C (56 ).

Las construcciones en los dos problemas prece-
dentes, se abrevian mucho
haciendo uso de los instru- (Figura 122.)
mentos Namados escuadra
y trasportador.

EscuaprAa.— La escua-
dra es una pequena plan-
cha, generalmente de ma-
dera, que tiene la forma de un (ridngulo rectdngulo,

[

oA

o
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¥y lleva un agujero circular A para facilitar su
manejo.

Para verificar una escnadra, se puede proceder
Como sigue:

Con un radio arbitrario C A, se deseribe una semi-
circunferencia A DB y se inscribe el dngulo recto
ADB (133). Enseguida, se aplica el mayor dngulo

AN
L’///l

delaescuadra FEG sobre el A DB de manera que
el vértice E coincida con D y el lado EF con D A.
Si el lado DG de la escuadra toma la dirececidn
DB la escuadra serd buena; en caso contrario serd.
defectuoza,

PROBLEMA [X.

Por un punio dado, trazar con la escuadra una
perpendicular d wna recta dada.

Lo—Sea MN la recta dada y A el punto por don-
de se debe (razar la perpendicular. (Fig. 124),

Cologquemos el lIado A B de la escundra sobre la
recta M N, de manera que el vértice del dngulo recto-
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coincida con el punto A de la linea; apliquemos la
regla DE 4 contacto con el cateto AC de la es

(Figura 124.)
II

e

o

Llp
Q
cuadra; retivando esta y wrazando una linea recta
PQ, por el borde D E de la regla, tendremos la per-
pendienlar pedida, puesto que el dngulo EAN es
igual al dngulo recto CA B de la escuadra.
20 Si el punto A', estd situado fuera de la recta

| Figura 126.)

-

M__0 e 10 e e
I B ] ]

M N, se coloca la regla DE de manera que su horde
coincida con la recta y aplicando contra esta regla



182 GEOMETRIA ELEMENTAL

uno de los catetos del dngulo recto de la escuadra,
haremos resbalar 4 esta 4 lo largo de la regla hasta
que el cateto B A pase por el punto A, y trazando
la recta P (), tendremos la perpendicular pedida.

PROBLEMA X,

149) Por un punte dado trazar con la escuadra
wna vocta paralela d otra dada.

Séas: A’ y MN, el punto y la recta dada.

Colocando la hipotenusa BC de la escuadra de

(Figura 1346.)

modo que coincida con la recta MN, se aplica la
regla E D, sobre el cateto C A y manteniéndola fija,
se hace resbalar la escuadra & lo largo de su borde
hasta que B C pase por el punto dado A'. En esta
posicion de la escuadra, se traza la recia PQ que
serd la paralela buscada 4 la recta M N, puesto
que forma con el borde de la regla Angulos corres.
nondientes igua'es.
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TRASPORTADOR. — El frasportador es un instru-
mento que sirve para mediv & trazar dngulos dados,
sobre el papel. Consiste en un semi-circulo MNP

(Figura 127.)
wie

e
Isu[ || )
Al

de cobre 6 asta. Su lhnbo 6 borde extevior estd dit
vidido en 180° grados y cada nno de estos en medios
grados, terminando en el didmetro A B encuyo punto
medio hay una pequena hendidura que se lama cene
tro del trasportador.

PROBLEMA XI

160) AMedir con ol traspoibador, sn angw'o dade
AOB.

Para obiener la medida del dngulo A O B, se co-
loca el ceutro del trasportador sobre el vértice O
del dngulo dado, haciendo coincidir su didmetro
con la dieccién del lade O A del angulo, y se lee la
division del limbo que ‘coincide con la ‘direccion
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del otro lado O B. Si por ejemplo, coincide con
la division 51 del limbo el angulo A O B es de 510
Si la direccidn del lado O B resulta contenida entve
dos divisiones del limbo, por ejemplo, entre la 61

( Figura 128.)

pd

A
¥y 1a 02, se apreciard 4 simple vista su distancia
4 la primera de estas divisiones y si se aprecia en
i de una divisién, se dird que el dngulo AOB es
de 51°45.

PROBLEMA XII.

161) Sebre una recta dada. construir un dngulo gue
tenga su vértice sobre ella y sea de una magnitud dada.

Para resolver este problema, basia colocar el cen-
tro del wasportador sobre el punto de la rvecta ha-
ciendo eoineidir su didmetro con ella; marcar sobre
el papel el punto que corresponde al nmimero de
grados del Angulo dado, y trazar con la regla, la
rects que une este punto con el dado sobre la recia
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I'ROBLEMA X111,

182) Por un punto dado, trazar por medio del
frasportador, una perpendicular sobre la recla duda.

1.2—Si el punto A estd sobre la recta dada M N
trazaremos, con el
trasportador, un an- { Figora 129.)
gulo de 907, y el se
gundo lado ADB de
esie angulo es evi-
dentemente perpen- , :
dicular 4 la recta 4| PSS

A H

MN. %

2»—Cnando el punto dado B, estd fuera de la ree-
ta, trazo una recta cualquiera B C, y mido el dngulo
en C, con este valor obtengo 90°—C que es el dngulo
complementario, el cual, formado en B sobre B C,
dard la direceién B A que es la perpendicular bus-
cada.

PROBLEXIA X1V,

163) Por un punto dado, trazar con el traspor-
tador, una recla paralela d otra dada.
Sea A el punto dado y M N la recta. Tracemos

{ Figurn 120,)

¥ J 4
0
por A una recta cualguiera midiendo con el tras
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portador, el dnguio agudo M D A ¥ luego en el punto
A, formemos un doguio C A D 1gual al medido. tra-
zando la recta CB. Esta recta serd la paralela &
M N pués ellas forman con la transversal A D #p-
gulos alternos-internos iguales.

I'ROBLEMA XV,

154) Dividir una recta dada en dos partes iguales.
Sea A B larecta dada. Con centros en los extre.
mos Ay B de la rectn

¥

(Fignea 311 ¥ con radio mayor que
A B

¢ — + trucemos dos arcos

de circulo que se cor

lan en dos puntos

| Yy D yla recta CD

que los une, corta 4 Ia

A & S AB, en punto P me-
dio de A B.

En efecto, los puntos

/] C, D, equidistan de los

& extremos de la reects

A B, luego, la C D que

los une es perpendiculsr & AB en su pnnto me

dio (46).
OBsSERVACION.—Aplicando este procedimiento &

o 1, &, ete,, de la recta A B, resultard dividida en

4. 8, 16, ele. partes ignales entre si.

PROBLEMA XVI.

166) Dividir un arco de circulo dado, en dos
partes ignales.
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Sea A el centro del arco de civeulo dado BC,
Tracemos la euerda
BC, del arco dado ¥
sobre ella la perpendi- A
cular del punto A sobre
su punto medio; la cual,
prolongada encontrari

al arco en su punto G _/

medio D, (104) iy e
OBSERVACION.~ Apli- o

cando este procedimien-

tod & & 4 ete... del arco dado, se le divilird en

4, 8, 16, ete... paries iguales,

(Figura 132)

PROBLEMA XVIL

166) Dividir un dngulo dado en dos paries iguales

Del punto A como centro, deseribo una cireun
ferencia que cortard 4
los lados del dngulo en (Figura 138.)
dos puntos E, D. Tra-
zando la cuerda ED y
levantando en su pun-
to medio S una perpen:
dicular SF, esta serd
la biseciriz del dngulo
dado BAC,

OBSERVACION —Apli-
eando el mismo proce-
dimiento & % 1, &, ete., del dngulo dado, se dividira
en 4, 8, 16, etc., 4ngulos izuales entre si.

PROBLEMA XVIII.

“18%)  Describir una circunferencia de eiveulo que pa-
se por tres puntos dados que no estdan en linea recta.
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Siendo A, B, DD, 10, tres puntos dados, tracemog

las rectas AB, BD
(Figorn 134.) ; ¥
Yy por sus punios

/, .-"'/_\\ medios, las perpendi-

\ culares m C, n C, que

se cortardn en un

\\ punto C equidistante
e de los extremos A,
i B, D. de eslas vec-

-.\ A e s, Siodel punto C
\ i / / como centro, y radio
£ 2 I, describimos una
PP L:l 1 b:1 C
U cireunferencia, esia
pasard por los puntos dados, pués

ChH = CB'= LA

PROBLEMA XIX,

1568) Dado un tridngulo, trazarle las civeunferen
cias inscrita y eircunscrila.
1.o— Trazando las lisectrices de los dngulos A y
B estas se cortarin en
(RISUIR 0 un punto O, que estard
4 la distancia OS5 de
los tres lados A B, B C,
CA; luego. trazando
una cirennferencia eon-
centro en O y radio
(S, esta serd tangente
4 los tres lados del
triangulo 6 sea la eir-
cunferencia inscrita.
20— 5i por los pun-
tos medios de dos de

/
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los lados del widngulo, trazamos las perpendiculares
m O, n 0, se cortardn en un punto ', equidistante
de sus vértices, y trazando con centro en 0' y radio
0*C, una cireunferencia, tendremos la circunferen-
cia circunserita al tridngulo dado.

ConovLarto.— Deseribiy un cireulo tangente a los
tres lados del tridngulo y d las prolongaciones de los
lados.

Cuatro soluciones tiene este problema.,

En efecto, las bisectrices de los dngulos interiores
se cortan en un punto O° que es el centro de la
circunferencia inscrita, es decir, de la circunferencia
langente 4 los tres lados del tridngnlo. Trazando

(Figura 130.)

las bisectrices de los ingulos exteriores, estas se
cortan d i en los tres puntos Or, O:, Os-que
son los centrus de las tres circunferencias ex-ins-
critas, es decir, de las ecircunferencias tangentes a
cada uno de los lados y 4 las prolongaciones de los
otros dos.

‘Asi, el problema propuesto, tiene cuatro solus
ciones,
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' PROBLEMA XX.

159) Por un punto dado, trazar @ una circunfe-
rencia dada una tangente.

Dos casos pueden presentarse; 1.° que el punto
dado esté sobre la cireunferencia; 2.2 que esté fuera
de ella.

1.0— 8i o] punte dado A, estd sobre la circunferen-

cia, tracemos el radio C A que

(Figura 197.) vi 4 este punto y en su extremo
A, la perpendicular AD al
radio, que sera la tangente
pedida.

20—85i el punto dado A,
es exterior al circulo, trazare-
mos la rvecta CA y con esta
como didmetro una circunferen-
cia que pasara por los puntos
( y A, cortando & la dada en dos puntos B, D, los *

( Figoen 138

que serin los puntos de contacto de las dos tangentes
A B, AD, que pneden trazarse del punto exterior A,
i la cirennferencia dadas
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En efecto, los dngulos ABC ¥ ADC, son rectos
por ser inscritos en una semi-cireunferencia, luego,
A Dy AB son perpendiculares 4 los radios C D, CB,
¢n sus puntos extremos B y D,

OBSERVACION.—Supongamos resuelto el problemy,
vsea AB la tangente en el punto de contacto B.

(Figura 130))

Trucemos el radio C B, prolongado hasta C' tal,
que BC = B (",

a1 el punto C” fuera conocido, uniéndolo al punto
C, se tendria el punto B de contacto ¥ por consi-
guiente In tangente A B, Pero, el punto (" estd deter-
minado por la interseccion de dos cireulos de radios
CBC' y AC, con centros en Y A, vespeetivamente:
luego. no habrd mds que trazar estos eireulos, que
siempre se cortardn en dos puntos, y la recta CQ*
determinard asi el punto B de contaecto, siempre
que esté trazada la circunferencia BC; en caso que
no lo estubiera, bastard bajar de A una perpendicular
4 la CC' para tener la tangente, Es evidente, que
esta construccién dard las dos soluciones del pro-
blema,
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PROBLEMA XXI.

160) Trazar una tangenfe comim @ dos circulos
tlados.

Las fangentes comunes d dos eirculos, pueden
eruzar O no la linea de los centros en un punto
jutermedio. En el primer caso se laman, fangentes
interiores y el segundo, favgentes exler iores.

Cuatro casos pueden presentarse segin la posicidn
relativa de los dos cireulos en un mismo plano,

s 1.0r Caso.— Cuando los circulos son exteriores, se
podrdn trazar cuatro tangentes; dos exteriores y dos
inferiores.

Supongamos resuelto el problema y sea AD la
{angente comin & los dos circulos dados C,C'

[ Fignen H02)

Tracemos los radios CA, C' B, 4 los puntos de con-
tacto y la recta C'D, paralela 4 la tangente comin
AB. Pero los radios C A, C’B son perpendiculares
4 la tangente A B; la figura DABC’ es un rectingulo
que dd DA = C'B, luego

Ch = €A — C'B,
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es decir, CD igual d la diferencia de los radios de
los dos eirenlos dados,

Como la recta CD, es perpendicular 4 la D Q' se
ve que si deseribimos, con centro en C ¥y radio CD,
una circunferencia, la reetn C'D serd langente 4
ella. Tenemos pues, que Ia langente A B debe ser
paralela 4 ana tangente trazada del centro C', & una
cireunferencia de centro © Yy cuyo radio es la dife-
rencia de los radios de los dos cireulos dados.

Entonces, para constinir la tangente convin A B,
se describe una circunferencia con centro en C y radio
tgual G la difevencia de los radios de los civeulos dadosy
del eentro C', se Nleva wna tangente C'D, d esta cir-
cunferencia; se traza o radio CD prolongado hasta
encontrar en el punto A al eivenlo W por este punto
8¢ traza wna pavalela AB d C' D que serd la tan-
gente pedida.

Andlogamente, se trazard la otra ta ngente A'B'.

5i la tangente comiin debe ser interior 4 los dos

(Figura 141.)

efrenlos, cortard 4 la linea de los centros en nn
punto intermedio,
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Supongamos el problema resuelto y sea A B, la tan-
gente comin pedida,

Unamos A C, C' B, y por el punto C' tracemos
una paralela C'D 4 la tangente A B. La figura
ABC D. es un rectingulo que di

DA = C'B,

por consiguiente, la tangente pedida es paralela &
ana recta C'D perpendicular en la extremidad de la
recta CD que es igual 4 la suma de los radios de los
dos cireulos dados.

Bastavd pués, para construir esta tangente; describir
wia circunferencia del punto C como cenlfro, y con un
rdio igual @ la suma de 1os radios de los circulos
d.dos, trazar una tangente C' D d esta circunferencia,
y por el punto A, donde CD la encuentra, trazar una
paralela A B d la tangente Q' D, que serd la tangente
pedida.

Analogamente se podrd trazar una segunda tan-

gente comin A’ B
9.0 (As0.— Cuando los dos circulos son tangentes

exteriormente, tienen dos tangenies COMunes exleriores -

y una sola interior.

(Figura 142.)

En este caso, las dos tangentes exter

iores A B,A, B
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§¢ trazan como en el caso anterior, y en cuanto 4 la
tangente interior, esta es perpendicular & la linea
CLC" de los centros.

8.7 Caso.— Cuando los circulos son secantes solo
{icnen dos tangentes comunes exteriores.

Fignra 143.)

&

Iin este caso, solo tienen las dos tangentes comu-
nes A DB, A'Ii’ exteriores,

4.2 CAs0.— Cuando los dos circulos son tangenies
interiorimente solo tienen una tangente coniin exterior.

(Figurn 144.)

En este caso, la sola tangente ¢ ymtin AB de los dos
cireulos es la perpendicular 4 la linea de los CEenLros.

10
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PROBLEMA XXIL

161) Sobve una vecla dada, deseribiv un segmento
de circulo, capaz de un dngulo dado.

Sean ADB la recta y = el dngulo dado.

Supongamos resnelto el problemn v sea ADD el
segiento pedido, es decir, un segmento tal, que todos

(Figtra 145.)

los dngulos inscritos en él, cuyos lados pasan por A
¥ B, sean iguales al dngulo dado. Para resolver el pro-
blema bastard determinar el centro C del circulo al
enal pertenece este segmento. Pero el centro C, debe
encontrarse sobre la perpendicular CE levantada en
el punto medio de A B y ademds, si trazamos el radio
CB y en su extremo la tangente B I, esta tangente for-
ma con AB un dngulo igual al dngulo dado, pués
tiene por medida la mitad del arco A B. De estas
consideraciones, se deduce la construceidn siguiente:

Se levanta una perpendicular EC, en el punto

s

N e
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medio de A B; se traza por B una recta BF que
forme con ella un fngulo

ABF =

en el punto B, se waza una perpendicular 4 la
BF y el punto C de encuentro de esta perpendicu-
lar con la perpendicnlar KO, serd el centro del
cireulo buseado, y no habrd mds que desecribir el
circulo, siendo ADB el segmento pedido,
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LIBRO TERCERO.

Lineas proporcionales,

162) DEeFINICIONES. — Si cuatro longitudes A, B,
C, D, son tales, que
A

b = =

B

o o

se dice que las dos primeras son proporcionales 4 las
otras dos, y que la D es una cuarta proporcional entre
las longitudes A, B, C.

Si ge han valuado las longitudes consideradas con
una misma unidad de medida, se podrd sustituir en
la relacion ('), los nmimeros por las longitudes que
representan, obteniendo asi expresiones numéricas
que pueden someterse 4 las reglas y cdlenlos de la
Aritmética.

Sean a, b, ¢, d, 10s nlimeros que miden las longitu-
des A, B, C D, valuadas con la misma unidad, y sus
tituy endo tendremaos

de donda

que da la enarta proporcional,
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163) Cuando tres longitudes A, B, C, son tales,
que

A_B
B &
de donde 2
B =C AL sl

se dice que B es media proporcional entre las longitu-
des A v C. Representando econ a, &, ¢, los mimeros
que miden eslas longitudes, tendremnos

¢ _.b
, Lo ey
v luego
i*=ux=xc (*)

(*) ‘Una recta A B, estd dividida por un punto €, en dos partes
jiroporcionales 4 dos nimeros 11 § 8, cunndo ln razdén de sns
segmentos es igual 4 la de Jos ndmeros dados,

Dividamos la poreidn A B de lp recia en |1 4 0 = 20 partes
iguales, tomando 4 parlir del punto A once de estas partes parm
villor de A © ¥ las nueve restantes pars valor de C B, v tendremos

AC R

B~ 9
Busquemos si existen otros puntos de la rectn cuyas distanciss
A los A y B estén ¢n la mismna relacidn,
Dividamos &4 A B en 11 — 9= 2 partes igunles ¥ llovando, &
partir de B, npueve veces unn de estas partes, oblendremos un
punto D que satisfoce & lo enestidn, puds

AD 1

=g

Onspnvacidx, — Observando la manera como hemos obtenido
los puntos C y D, se ve que eslos son dnicos, es decir, que son
los dnicos puntos de ln recta indefinide, cuyas distancins & los
& y B, estin en ln relacidn 1. ]
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164) Por enadrado de una linea debemos entender
el cnadrado del nimero que lamide; por producto de

El punto O, esti mis ceren del punto B que del A; v el Dy
ge enciontra & 1a ‘dercchn del punto A, pues I ra- -
g6 dadn G oes mayor quels unidad. 5i la razdn T
deda, fmorn menor gue la unidad, D se enpontraria %
4 In fzguicrda de A, et

Los puntos C y D que eon los A y B, dividen In ¥
recta en segmentos proporcionales & ndioeros dados, }
so Hamnn puntos confugados. T

Los puntos conjugados pozan de propiedudes
importantes, por ejemplo: :

§i el punto O, g accrea al punto medio de A B, m
punta conjugado D, se algju al inflnito solre la
redfa. sl

Llamando O 21 punto medio del segmento A B,
1 distancia de C & este punto serd

| AB AL
OB = e 5
10 2
v In del punto conjugado L), aerd e
0D =00 10> 10= Ju-{'f

Dividamos, el segmento A DB en 200 paries igua.
les, tomando 101 de estas partes pars valor de A O
¥ lus 89 restuntes, pari valor de OB, ¢5 decir =

AC = 101,
CB = B0,

Formando ln diferencia 101 — 99 = 2, dividiremos
AB en dos partes igunles y una de estos o lleva-
remos 90 veces 4 partic de B, obteniendo en sn ex- -+
tremo, un punte D gque sord el conjugndo de C.

En electo: -..-
AD = (90 4 2) > 100 = 10.100, &
B = 90 > 10 = B.lﬂﬂ.
; AD _AOC_ 101

ub T 0

=
1~
i
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das lineas, al producto de los niimeros que las miden
si han sido valuadas con la mismn unidad.

Para on eso cnzo, las distnncing de los puntos € v D al medio
0 de A B, son
1 AD
s T

OD'= Q¢ = 100 > 100 = 100, "'"_JE‘

Bi suponemos dividido el segmento A B en 2000 partes igtn-

les, tomando
AC = 1031,

Cl = o,

Llavando Ia mitad de A B, 209 veces & partir de B, encontri-
romos ¢l punto I conjngndo: del €. En efecto

AD =19000 4 2} 3 1000 = 1.00L.0C0,
BL= P00 3¢ 1000 = DOD.0UD,

Lag distancing de los puntos eonjopndos C y D al medio do
A B, soridn

OD = 0¢C 1000 =< 1000 = 1000 i;?:

Bi divididramox an 20001 paries ¢l sezmento A B, oblendifn-
mos, de la misma manern,

1 AB
8= 10000 © %

0D = 0C 5 10.000 > 10.000 = 10.000 "‘{'-
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Teorema 74.

165) Toda linea recta, parolela d uno de los lados
de wun tridngulo, divide d los otros dos lados, en par-
tes proporcionales.

Observarcmos pres, que disminuyendo ln distancia del punlo
Q' del medio O de A B, como log niimoros

01; 001; 0001; 0.0001, ete

In distancia del conjugado D al mismo punto O, erece como los
nlmercs

10, 100, 1000, 10.000, ete.

v se concibe como, ncercdndoes indefinidamente el punto O al
punto medio de A B, s conjugndo D se aleja al o

En general, la relacidn importante
AC __AD
8 T~ BD’

introduciendo 6l principio de log signos on el cunl se conviena
en que, s se considera un Regmento O B, como positivo deba cone=
giderarse como negniivo el segmento B Oy tal quo

CB—BC =0,

1a relacién anterior podrd esctibirse

i D

BD— " EBG
& también

AD.BD _ 4

AC BO

s tendrd lo que so llama rasdn armdnicd,
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Sea A BCel tridngulo dadoy DE 1a paralela al
lado B C.

{ Figurn 146 ).

Supongamos que AD y DB tengan una comiin

Los puntos €, D, son conjogados armdnicos de los A, B, ¥y
reciproeamente; ¥ en conjunto forman un sistema ermdnico &
printual armduied.

Considerando Ia relacidn anterior se dediocen las importantos
consrcueneing:

1.* Cuando ewalro puntos csbin en razdn armdnice, el punto
medio de dos puntos conjugados, estd siempre, fuera del zegmento
formado por los obrox dos.

2* Cuando wno de los cuatro punfos esti al infinite, su con-
jugado armonico estd en el punto medio de lon ofros s,

1.*—Tomando la relacidn

AD._ . AD

BD - B

y considerando solo su valor absoluto, veromos, pucsto qoe el
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medida contenida 3 \mc&s en la primera y 1 en la se-
gunda. Entonces /

b1y / E____

B

e

Ahora, dividiendo & A B en euatro partes ignales y
llevando por los puntos de division paralelas & los
lados BC y i’i C formaremos, los Lmingu]ns Ama,
map, nDg,’ ‘DBe, que son iguales entre si por lener
las lados

Am =mn = aD = DB;

punto D estd fuern del segundo A B, quoe el punto conjugado O

A c_ 8

estart mas cerca de B que de A, pues siendo

AD > BD,
gerd timbidn
AD > BC.

2.°—8i el punto I ee aleja al infinito sobre Ia recta, In razén

;E tiende 4 valer In unidad ¥ entonces

de donde
AQC=—HR(Q

es decir, el punto ©, ocupa el punto medio del sogmenta A B.
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los dngulos en B, D, n y m, iguales por correspon-
dientes v los otros dngulos respectivamente ignales
por tener sus lados paralelos y dirigidos en el mis-
mo sentido. La igualdad de estos tridngulos nos da,

Ao =mp =nqg= De,
pero
mp = ab, nqg = bE, De = EC,
luego
| As=ab=bE=EC
¥ entonces

e g
BV g =g

y comparando las razones (') y (*), resulta

Supongamos ahora, que AD y D B sean inconmen-
surables. Dividamos 4 D B, por ejemplo, en 100 par-
tes iguales, y supongamos que una de estas partes
esté contenida 180 veces en A I) mds un resto menor

A D ?
que una de estas partes. La razim {}—“ s estard pués,
comprendida entre 158 y 1oh Haciendo la misma
construccion que en el caso precedente, se encontra-
rA que EC contiene 100 veces nuna cierta unidad de
medida y que A E la contiene 180 veces mds un resto
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menor que una de estas paries y que por consiguiente
AE L
la razin EC estard comprendida entve 158 y 15} ¥

luego

agregando la unidad & ambos miembros resulta

AD AR
DR = IEeg

AD + DB _ AE+ EC

e B =
¥ luego
AB _ AC,
B EC
¥ andlogamenie
AT i]u_
. L

ConrorLario . — Cuando un sistewia de rectas para:
lelas 1, L', L", cortan d dos rectas A C, DF, las divi-
den en segmentos propaorcionales.
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En efecto, tracemos la recta Cm paralela & DF,
¥ tendremos

CB Cn
BA ~ nm'
-pero
Cn= FE nm = ED,

(Figura 147).
L 44 i
|
— A g
-""--.._____"--_._____‘_‘___EE-
‘..-_....i.n ;_-_.._..,.-.-ﬁi'u——.--..._... — -________b
[1] 3 F

por paralelas comprendidas entre paralelas, lnego

CB _ FE
BA T ED
Teorema 75.

166) Toda linea recta, que divida dos lados de un
tridngulo en segmentos proporcionales, es paralela al
tercer lado. ;

IR e e

i il e e
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Sea ABC el tridngulo dado y DE la recta que
corta 4 los lados AB, AC,
en parles proporcionales, te- (LFigurn 148.)
niendo A
AD _ AE
BB~ B

la recta D E serd paralela &
BC.

En efecto, trazando por el
punto D una paralela 4 B C,
esta debera conteneral punto 8
E que divide 4 AC en seg-
mentos proporeionales & los AD y DB, y por con-
signiente la paralela trazada del punto D coincide
con D E.

L
LM

¥
F

Teorema 76.

167) La bisectriz de wn dngulo de un tridngulo,
divide al lado opuesto, en dos segmentos proporciona-
les d los lados adyacentes.

Sea ABC el triingnlo dado y AD Ia biseetriz del
dngulo =

Prolonguemos el lado A B (Figura 149.)

y por el punto C, tracemos L
una paralela CL & la bisec-
triz A D.

En el tridngulo BLC, te-

nemos

AB " BD

L DO’
pero el tridngulo ALC es
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isisceles por tener los angulos C = [, = g, y dard
A = AC
oo Ry L,
AL T D€

El teorema reciprocc es evidante

Teorema 77.

" 168) La bisectriz de wwdngulo exterior d un tridn
gulo, encuentra @ la prolongacion del lado opuesto en
un punto, cuyas distancias d los extremos de este lado,
son proporeionales d los lados adyacentes.

Siendo A D la biseetriz del dngulo exterior = al

(Figura 130.}

iridingulo A B C; si por el punto C trazamos CE pa-
valela & A D, el tridngulo A C E, que Jasi se forma, es
istsceles por tener los dngulos E = 0 = % y da
AL = AC.
Pero en el tridngulo B A D tenemos
DB _ AB. . DB _ AB
56 i e ST R ¥ o
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Ejercicios,

1.2—¢Cudl es el lugar geométrico de los puntos cu-
yas distancias 4 dos puntos dados son proporeionales
4 dos longitudes dadas, m y n?

2.°—La linea recta que liga los puntos medios de dos
lados de un tridngulo, ¢s paralela al tercer lado é
igual a sumitad,

3.°—Las lineas rectas queligan los puntos medios
de los lados consecutivos de un cuadrildtero, forman
un paralelogramo, ¢en qué casos este paralelogramo
es un rectangulo, un losunge ¢ un cuadrado?

4.9—Calenlar, con una aproximacion de 0 001, cada
uno de lossegmentos, que 1as bisectrices de los Angu-
los de un triangulo determinan sobre sus Jados, fos
que tienen respectivamente 12= 15= y 18* de lon-
gitud.

H.0—¢ Cual es el lugar geométrico delos puntos de
un plano que estin igualmente ilominados por dos
focos (puntos) situados en este plano, enando sus inten-
sidades, & la nnidad de distancia, son proporcionales
& dos nimeros dados? (En Fisica se demuestra que,
la intensidad de la luz que proviene de un punto lu-
ninoso, varia en razon inversa del cuadrado de la
distancia,).

Similitud.

169) DeriNiciones.—Dos poligonos que tienen al
mismo niimero de lados son semejantes, cuando sus
angnulos son respectivamente iguales y los lados ad-
yacentes & dngulos iguales son proporcionales y es
tian dispuestos en el mismo orden,

Se dice, que dos puntos, dos lados 6 dos dngulos son
Jiomdlogos, cuando se corvesponden en dos liguras se-

1
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mejantes, Entonces los vértices de dos Angulos igua-
les serdn puntos homologos, y andlogamente, las dia-
gonales que unen dos vértices homdlogos serdn lineas
homdlogas.

Se llama razdn de sinulitud de dos poligonos, ala
razdn constante de dos lados homblogos. Cuando esta
razdn es igual 4 la unidad, los dos poligonos serin
iguales, puesto que tendrdn sus lados y dngulos res-
pectivamente iguales y dispuestos en el mismo orden,
pudiendo hacerlos coineidir por superposicion.

Teorema 78,

170} Cuando se corta un tridngulo, por una recta pa-
ralela 4 uno de sus lados, se forma otro tridngulo seme-
Jante al primero.

Sea ABC el tridnculo dado, y DE la recta, que
siendo paralela al lado BC

corta & los otros dos en los (Figura 151.)
puntos D y E, formando el
tridngulo A D E, que serd se- A

mejante al propuesto.

En efecto, estos dos tridn-
gulos tienen comin el dugu
lo A v ademas

dngulo ADE = i,
» AED=C B

por correspondientes, Por otra parte, siendo DE
paralela & BC se iendrd, que

AD _ AB
AR S A

b
|
|
|
|
|
|
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¥ si trazamos por E, la recta EI" paralela & A B, se
tendra
AD< BF

AB T Bl

pero DE = BF, por partes de paralelas comprendi-
das entre paralelas. luego

AD _AE _DE
AR ARG B

¥ los tridngulos A BC, A D E. que tienen sus dngulos
respectivamente iguales y sus lados homélogos pro-
porcionales, son semejantes.

Teorema 79.

171) Dos tridngulos que tienen sus dngulos respee-
tivamente iguales, son semejantes.

Sean ABC v ale los dos tridngulos que tienen
sus #dngulos respecti-
vamente ignales, (Figara 152.)

Si superponemos el
triangulo ale sobre
A B C, haciendo coin-
cidir los lados del
dangulo =, el fridngulo
abc, tomard la posi-
cibn AEF, EF serd
paralela &4 BC y el
tridngulo abe serd
semejante al ABC.

CoroLARIO — Dos fridngulos que tienen dos dngu-
los respectivamente iguales, son semejantes.
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Teorema 820,

172) Dos tridngulos, que tienen sus lados homd
logos proporcionales son semejantes.
Siendo ABC y abe los dos tridngulos dados,
ge tendrd
Flgnea 163,
(Flgura 103.) ) ab _ ac be

= ABE~ AC~ BOC
Tomemos sobre

AB una parte AD

= ab y tracemos DE

o paralela 4 BC, for-
mando asi, el tridn-

gunlo ADE que es
semejante al ABC,

luego
AD __AE_ DE
AB  AC  BC

Comparando esta serie de razones, y observando
que AD = ab, sacaremos AE = a¢, y DE = be
Luego los tridngulos ADE y abe son iguales por
tener sus tres lados iguales, y por consigniente A B O
y abe son semejantes

Teorema S1,

173) Dos tridngulos que fienen wn dngulo igual
y proporcienales los lados que lo forman, son seme-
Janivs.

e’
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Sean ABC y abe, los dos tridngulos que cum-
plen las condiciones

AB_AC
ab ac

(Figura 164.)

A=n=1

Sobre AB, tomemos
AD = ab,

y por D, tracemos la
recia DE paralela &
BC. Los tridngulos
ABC y ADE son semejantes (78), pero los lados
ab, ac, del tridngnlo abe son proporcionales a los
AB, ACdel tridingnlo ABC, por hipétesis; luego
serdn también proporcionales 4 los lados AD, A E,
del tridngulo ADE, es deecir, que

pero, AD = ab, luego AE = ae, y los tridingulos
ADE y abe, que ademds tienen igual el dngulo
formado por estos lados, son iguales entre si. Por
consiguiente, los fridngulos ABC y abe son se-
mejantes,

Teorema 82.

174) Dos tridngidos, que tienen sus lados respeefi-
vamente pavalelos 6 perpendiculares, son semcjantes.

- — N TS
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1. Silos lados del tridngulo A’ B’ C’, son respec-
tivamente paralelos & los lados del tridngulo ADC

{Figura 155.)

6 del A" B" 0", dirigidos de dos en dos, en el mis-
mo sentido 6 en sentido opuesto, los dngulos de
estos tridngulos serin

A=A =A"
B=BI=BH‘
O=0=0"

y los tridngulos son semejantes. (79)
2, Silos lados del tridngulo A'B'C', son respee-
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tivamente perpendiculares 4 los lados del ABC,
formaran los angulos

A=A,
B =B,
C =0,

y los dos tridngulos serdn semejantes. (79)

(Figura 168.)

g ———

el N H‘

“EEEES
H

eesnnanimerep O
a‘;.

“n.
\

B

g

n
Para generalizar este resultado, bastard observar
que todo tridngulo A” B” C" cuyos lados sean per.
pendiculares 4 los lados del A'B'C', tendrd sus
lados paralelos & los del tridngulo A B C, y luego
geran semejantes. .
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| Teorema §3.

195) Si por un punto, se traza un haz de reclas
que corte @ dos rectas paralelas, los segmentos que se
determinan, son proporeionales.

Sean AB, CD, dos rectas —aralelas encontredas

(Figura 167.)
s}
A 8 J& Yo \d

por el haz que parte del punto 0. Los tridngulos
Oab y Oa'l’ son semejantes y dan

ab _ 05,
a — 0F’

los tridngulos Obey OV ¢, semejantes entre sf, dan
Ob be
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luego
@b 2 e
g it s

y andlogamente, tendriamos

@l be _ ecd

v Ve od (*)

Reciprocamente; si las reclas aa', bl ¢ ¢, dwvic
den d las rectas paralelas A B, C D, en parles pro-
porcionales, deben concurriy en un punto.

En efecto, sea O el punto de interseccion de dos
de las rectas, por ejemplo, de las bl y dd'; G-
rando la recta O ¢, esta prolongada deberd pasar
por el punto ¢. Lasrectas Ob, O¢, Od, segin el
teorema anterior, dividen & las reetas paralelas A B,
O D, en partes proporcionales. Por tanto, la recta
0 C prolongada, debe pasar por el punto ¢ que por

hipdtesis divide 4 la recta &'d’ en la razon %—; puts

s6lo hay un modo de dividir & §'d" en dos seg-
mentos proporcionales & be y bd, & partir de b
Del mismo modo demostrariamos que la recta
aa prolongada, pasa por el punto O.
OBsErRvAcCION.— El punto O, puede encontrarse
entre las paralelas A B, CD.

(*) Demxicrdx — 8i de un punto O del plano que contiene un
gistemn armdnico de coatro puntos, A, C, B, [, se tiran rectas
# ostas puntos, se obtiene lo que se lama un ha: armdnice de
enatro reclas, que se aman rayos del loz; el punto O se lama
vértice del bz v los myos O C, O D, son rayes conjugades armd-
nicos de los O A, OL.

R aw
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¥

OBSERV ACION.—Los dngulos formados, por rectas
paralelas 6 perpendiculares respectivamente son
jguales ¢ suplementarios. En el caso presente, los

Teorema 1.

8i de un punto B de la puntual A, B, €, D, se traza unn paralela
nl rayo O A que pasa por su punto conjugado, se obitens una
puntual arménican RBS = que tiene un punto en el Infinito,
Para demostrarlo, nos bastard probar quo BR = §B.

Como loz puntos A, O, B, D forman uos puntual armdiica, §o
tendri

AD AC

BD = — BO’
¢ bién

AD AC

BD = 0B’

pués — BC = OB, segin al principio de loa signoa
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dngulos formados por los lados paralelos 6 perpen-
diculares respectivamente deben ser de dos en dos de
la misma especie, es decir, ambos agudos 6 ambos

En loa trifnguloa semejaztes A DO vy BDR, sp tene

AD A0 o AC _ AQD
BD —LOR. AL AR AR

pero en los tridngilos semejantes ACO vy OB S

AC _ 40
B~ BS’
Inego
AO _AD
) et :
. BR = BS

¥ siendo B el punto medio de R 3, su conjugndo arménico estd en
€l infinito, es decir, en el punto de encueniro de K E con el
eayo paralelo O A

Teoremn 2.

Toda transversal que corte d un baz armdnico, defermina em
fon puntos de encuentro, una punfual armdnica,

Bean A%, O, B, D', loa puntos de encuentro de la fransversal
con los rayoz O A, OC, OB, O D de on hazx arménico,

Por el punto B', tracemos una paralela al rayo O A, In gue en-
contrard & los rayos conjugndos OC ¥ OD en loa puntos 8' y R,

Los tridngnlos semejantes D'B' R D' A" 0D, dan

ADE T AD
BFD T BR'

los tridngulos semejantes O A C y 8 0B, dan
ALD A O

!

c
i
=




172 GEOMETRIA ELEMENTAL

obtusos, pués de lo contrario, la suma de los seis dn-
gulos de los dos tridngulos serfa mayor que cuatre
dngulos rectos, lo gue es absurdo,

perc B'R'=!B!B:
LR ] ﬂ‘ D- oy f.; G. ) A.ﬂ'
5 o T

Teorsma &,

Las bisectrices de un dngulo de wn tridngulo gy del dngulo ex-
terno adyacente, forman con los lados del dngulo wn har armdwico,
En efecto, sea 0 A B el tridngulo; 0 C, O D, las biscetrices.

Eabemos qne In hisectriz de nn dngilo de on trifngnlo divide
al ludo opuesto en segmentos proporcionales & los lndos adye-
contes, luego

AC _ A0
CE ™ BO'

por otra parte, siendo O D biseetriz del dngulo ¢ xterns, dé
AD _ A0
ED — BO?

ol AQ o CAG
ED = 08 B0
y las rectas O A, 00, OB, 0D, forman un haz semdnive,
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Teorema 84.

176) Dos poligonos semejantes, pueden descompo-
nerse en un mismo numero de triangulos respectiva-
mente semejantes y semejantemente colocados.

Sean ABCDE, A'B'C'D'E| dos poligonos se-
mejantes; de sus vértices A, A'tiremos las diagonales

(Figum 168.)

homdlogas AC, A'C'; AD, A'D’, las cuales des-
componen i los dos poligonos en el mismo nimero
de tridngulos semejantemente colocados.

1.o— Los tridngulos ABCy A'B'C', son semejan-
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tes pués tienen, por la similitud de los dos poligo-
. AB BC

nos, B =B ¥ B S RO T sus otros dos
4ngulos son ignales,

9°2—Los tridngulos ACD, A'C' D', son también
semejantes por tener un angulo igual comprendido
entre lados porporcionales,

En efecto, estos tridingulos tienen iguales los én-

gulos,
g —a=0C —z=

3'adem§ts. por la similitud de las tridngulos ABC
A' B! €', setiene

L

AL o
AT Bg
pero, por hipétesis
BC _CD
B O
. AC_ oD
L A: Un s C1 DI L]

vy los dos tridngulos ACD, A'C'D’, son seme-
jantes,

3.o—Del mismo modo demostrariamos la similitud
de los otros tridngulos. Por consecuencia, los poli-
gonos ABCDE, A'B'C'IVE', estdn descompuestos
en un mismo nimero de triangulos respectivamente
semejantes y semejantemente colocados.

177] Cororazrio.— Las diagonales homélogas de
dos poligonos semejantes, son proporcionales & los
lados howmdélogos,
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Teorama 85.

178) Dos poligonos compuestos de un mismo nismero
de tridngulos semejantes y semejantemente colocados,
son semejantes.

Sean ABCDE, A'B'C'D'E, los dos poligonos

{Figura 162.)

compuestos de un mismo nimero de trifingulos
semejantes y semejantemente colocados.

Los dngulos de los dos poligonos son respectiva-
mmente ignales, asi

BBl G=0" = o0 oty
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porque los tridngulos componentes son semejantes
¥ semejantemente colocados.

Los lados de estos poligonos, son proporcionales
respectivamente:

En efecto, la razén de similitud de los dos tridngulos

ABC y A'B'C es, A;é:
gulos ACD y A'C' D' y entonces

que es la misma en fos triin-

AC AD

AT D

AD shlon i
pero TI' e3 la razdn de similitud de los tridngulcs

ADE A D E| por consiguiente:

AB.__BC | "OD UDE FAGE Ay

B T BO T CD . DE A D

y los dos poligonos dados son semejantes.
OBSERVACION.—La ignaldad de los dngulos de dos
triangulos lleva consigo la proporcionalidad de sus
lados, lo cual no sucede cuando se trata de dos poli-
gonos. En efecto, un cuadrado y un rectangulo tienen
sug angulos respectivamente iguales y sus lados no
son proporcionales; un rombo y un enadrado tendrédn
sus lados respectivamente proporcionales y sin em-
bargo, sus dngulos no son respectivamente iguales,

Teorama HB.

179) Los perimetros de los poligonas semrjantes,
son proporeionales a los ludos homologos.
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Sean ABCDE, A'B'C'D'E' los dos poligonos
semejantes, y vepresentemos, para abreviar, los lados

(Figura 160.)
K
fe £3
B 1]
£d £a
A 75 E
cl

ﬂi '&15

dul tn‘iumru, por v, Is, s, Is, Is, ¥ los del segundo,
por {'a, U's, La, U's, U's.
Siendo semejantes los poligonos se (endrd

{ {a ls ls Is
gy ek B e MBS S
) I I T s
s es 1a razén de similitud
' 12
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De los (') se deducen las ipualdades

h=U'r
s = le'r,
fa = 'y,
la = iy,
Is = ls'r,

Ina cuales, sumadas dédn
H4+litb+latl =rh +1" 40+ + 1Y

v llamando Py P 4 los perimetros de los poligonos,
£@d

et ] e
de donde
P o {:
F: = }-1' —" g Fa
Teorema 87,

8i de todos los vértices de un poligone ABCDE se
trazan reclas que pasen por un punto O de su plano,
y @ partir de este punto se toman, de wno y otro lado,
sobre estas rectas, longitudes oa, ob, oc, od, oe, fa-
les que
D SO0 L, s

los poligonos que se forman trazando las rectas ab,
be, ed, de, ea, son sowg/antes al propuesto.
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De la hipétesis resulta, que los lados de los poligo-
nos 1, 2, son respectivamente paralelos 4 los lados

(Figura 181.)

S
TmeeraE

b
-
-

del poligono ABCDE; los dngulos son iguales res-
pectivamente por tener sus lados paralelos y dirigidos
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en el mismo sentido 0 en sentido contrario, luego los
poligtmos son semejantes,

El poligono 1 semejante al propuesto, estd también
semejantemente colocado, mientras que el poligono 2,
también semejante al propuesto, estd inversamente
colocado.

A la similitud de forma y de posicion, Chasles di6
6l nombre de homotecia directa y en el otro caso, el
de hemotecia inversa. El punto O es el centro de simi-
litud, y las rectas O A, Oaq, ... son los radios vectores
de'los puntos homologos A, a,... Si se hace variar la
razon de similitud r, de U d 2=, y la posicién del centro
de similitud, se obtendrdn todos los poligonos homo:
técicos al poligono dado.

Teorema 88,

180) Si dos poligonos semejantes tienen sus lados
homdlogos paralelos, las rectas determinadas por dos
vértices homélogos concurren en wun solo punte y los
poligonos son homotécicos.

Sean ABCDE, abede, dos poligonos semejan-
tes y supongamos que sus lados homologos sean
paralelos y dirigidos en el mismo sentido 6 en sentido
contrario. Trazando las rectas Aa y B, estas se
cortaran en un punto O por el enal deben pasar, las
Ce, Dd, Ev,

Para demostrar que las vectas C¢, Dd, Ee, pasan
por el punio de encuentro de las Aa, B, trace-
mos las rectas del punto O d los ¢ y C y observemos,
desde luego, que los tridngulos O AB y Oab son
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semejantes por tener paralelos los lados AB y ab.
Los tridngulos O BC y Ode son también semejantes

(Fignra 102,)

S

/é;"\
Hoars

por tener los dngulos OBC = Ob¢ comprendidos
entre lados proporcionales.
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A causa de la similitud de los widngulos O AE y
Oab, tendremos

{ﬂﬂ AB
ob

pero por la hipotesis,

AB _ BO
“'.F-' o r!ril‘."
;. ~ QB . BC
N ob — be’

y los tridngulos OBC y Ob ¢ son semejantes y el dn-
gulo BOC esigual & su homoélogo 6 0¢; luego la
recta O ¢ coinecide con OC y larecta ¢ C pasa por el
punto . Probariamos del mismo modo que la recta
Dd pasa por el punto O, ete.

La demostracidn serfa la misma, en el caso en que
los lados de los dos poligonos estuvieran dirigidos
en sentido opuesto.

OpsErvaciON. La nueva definicion de la similitud
de dos poligonos, tiene sobre la precedente, la ventaja
de ser aplicable a dos figuras planas terminados por
lineas curvas cualesquiera.

Teorema éﬁ.

181) Las rectas que unen las extremidades de dos
Yadios paralelos de dos circunferencias de circulo
situadas en un plano, pasan por un punto que se llama
CENTRO DE SIMILITUD DIRECTA § INVERSA segun
que los radios estén dirigidos en un misme sentido 6
en sentido contrario,
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Considerando los radios CA y C' A’ la recla A A’

(Figura 103.)

que los liga, pasard por un punto O de la recta
C O, que es el eentro de similitud directa.

Fn efecto, los tridngulos semejantes OAC y OA'C
din

O:01S A

los tridngulos semejantes 0 Ca y O C'a' dén

0C _ Ca.

GGt gt
CA _ Ca
LN 1

luego
= ¢onst.

y larecta aa' pasard por el punto 0. Sueediendo lo
mismo, para toda recta que ligue los extremos de dos
radios paralelos y dirigidos en el mismo sentido, el
punto O estard fijo sobre la recta CC' y su posicion
solo depende, de la razén de los radios de los dos
circulos.




181 GEOMETRIA ELEMENTAL

Consideremos los radios C A y C' A" paralelos y di-
rigidos en sentido contrario y tivemos la recta A A”;
esta encontrard 4 la CC enun punto O' fijo, que es el
centro de similitud inversa.

En efecto, de la similitud de los tridngulos O' AC y
0'A" C sededuce

0'C CA

Luego, 1a posicién del punto O solo depende de la
razén de los radios de los dos circulos, y las rectas que
liguen los extremos de los vadios paralelos y dirigidos
en sentido contrario, pasardan todas por este punto.

OBSERVACION —- Dos circunferencias de cirewlo,
cualesquiera C, C', son dos figuras d la vez, homoié-
cicas directas y homotécicas inversas.

En efecto, 4 cada punto A de la primera correspon-
de un punto A’ de lu segunda, tal que

00 OA . OA

= = = tant
00 = O& = ox — tonstante.

Del mismo modo, 4 cada punto A de la primera
corresponde un punto A'de la segunda, tal, que

0'C CA 0"A

oC = oA = O A" = constante,
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Relaciones métricas.

DEFINICIONES — Se llama proyeccién ortogonal de

un pusito sobre una recta, al pié de la perpendicwlar
tirada del punto a la recta.

Sea CD una recia y A un punto del plano que la

(Figura 164.)
A

|
i €

a o
contiene. Tirando de A la perpendicular A g, el pun-
to a es la proyeccitn ortogonal del punto A sobre la
recta CD.

“5i A B es una recta y proyectamos orlogonalmente
sus extremos A, B,
sobre la recta in- (Figura 163.)
definida C D, la
distancia ab de sus
proyecciones se
llama la proye: -
cibnide AB sob e
CD.

Teorema 90,

182) 8i del vértice del angulo recto de un tridingulo
rectangulo, se tira una perpendicular sobre la hipotenu-
sa, esta divide al triangulo dado, én otros dos tridngulos
ree angulos semejantes entre si y al total; teniéndose:
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1. —Cada cateto del trianguloe propuesto, es medio
proporcional entrela hipotenusa y el scgmento ad yacende
d este lado.

2.5— La perpendicular es media proporcional entre
los dos segmentos en que divide a la hipotenusa.

1.—Sea A B C el tridngulo rectdnguloen A, y A D
la perpendicular ti-
rada de A sobre la
A Lipotenusa B C,
Siendo el tridn-

(Fignra 160.)

T gulo A BC, rectén-
i gulo en A, debe te-
i HErse
T
! c
B a :
n 5] —]-' T = 1 ri.

y la simple inspeccitn de la figura nos dice, que los
tridngulos ABC,ABD y ADC son semejantes por
tener sus dngulos respectivamente ignales,

De la similitud de los tridngulos ABC y ABD,
resulia

de donde
=g X BB b ()

y de la sitnilitud de los tridngnlos A BC ¥ ADC,
resulta

a b

SR U B

AR e e (*)

Las relaciones (') y (*) nos dicen pués, que eada ca-
teto de un tridngulo rectdngulo, es medio proporeio-
nal entre la hipotenusa y su proyeccion sobre ella,
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2.2—De la similitud de los tridingulos ABD y ADC
se deduce
BD _ AD
AD ~ DC
de donde
AD* = BD < DC.

La cnal dice:que la perpendicular tirada del vér-
tice del dngulo recto de un tridngulo, rectingulo so-
bre su hipotenusa, es media porporcional entre los,
dos segmentos que sobre ella determina.

183) Conronario.—Sitrazamos el eirculo circuns-
erito al tridngulo rectingulo A BC, su hipotenusa serd
un didmetro; sus catetos, cuerdas del mismo y el teo-
rema precedente nos da las consecuencias siguientes:

1Lo— Toda cuerda es medim proporcional entre el
diametro que pasa por una de sus extremidades y su
proyeccion sobre el mismo didmetro.

2.9 — La perpendicular tivada del extremo de una
cuerda sobre el disimetro que pasa por el otro extremo,
es media proporcional entre los dos segmentos del did-
metro.

Teorema 91.

184) EI cuadrado de la hipofenusa de un tridngulo
rectangulo, es igual d la suma de los cuadrados de sus
catelos.

Sea ABC el tridngulo dado, rectingulo en A.

Segin las relacio-
nes (90) () y (%), (Figura 187.)
lenemaos

(1) :es¢* =a><BD,
(M...0*=ax<DC,

¥ sumando miembro
dmiembro, resulta
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¢* + b* = a (BD + DC),
pero

CororLario I.—La relacién (*) dé
b = at — ¢ 6 también ¢? = a? — b

Luego, ¢l cuadrado de un cateto de un tridngulo rec-
tangulo, es igual al cuadrado de la hipotenusa menos

el ‘«cuadrado del olro catelo.
OpserRvAcION.—Podemos pués, caleular uno cual-

quiera de los lados de un tridngulo rectdngulo cuando
se den los otros dos lados

1.+ Sea
b

¢

4=
3=

La férmula (*) nos dard para valor de la hipote-
nusa

a=vVitFeE=vV16+ 9=v2 =5m

do—Sen
10 =,
=

a
b

el cateto c. serd dado por la férmula

c=vVa' — 0 =100 — 64 = V3B =6"=

ConrorLario 11.—Si se dividen entre si, miembro &
miembro, las relaciones(') y (?), se tiene
¢t _ BD

¥ DC!
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luego: en un triangulo rectingulo, los cuadrados de
los cafetos estdn enlie si, como sus proyecciones sobre
la hipotenusa.

Corovnario IIL—Si se dividen ambos miembros de
las relaciones (') y (*) pora® resulta

¢t _BD
G
h? Do
b o a

luego, en todo tridngulo rectingulo, el evadrado de un
cateto, es al enadrado de la hipotenusa, como su pro-
yeceion sobre esta, es d la misma hipotenusa.

ConrorLario 1V, —8Si se considera un euadrado
ABCD, y su diagonal A C,

se tendrd, en el tridngulo (Figura 168.)
ABC, que es rectdngulo 6 A 8
isosceles. N

ACt=AB4BC*=2ADB

s AC=AB.y7 = N
D .
¥ como /2 es un nimero inconmensurable, resulta:

Quela diagenal y el lado de un cuadrado, son dos
lineas inconmensurables.

Teorama 92.

185) En todo triangulo, el cuadrado de un lado
opuesto d un dngulo agwlo, es igual d la suma de lus
cuadrados de los otros dos ladas, disminuida del doble
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p;'ﬂriuda de uno de estos, por la proyeccion que sobre

él forma el otro.
Sea ABC el tridngulo en el cual AB es el lado

opuesto al dngulo agudo C.

(Figara 169.)

El trifingulo ABC, podrd ser uno de los tres de
la figura y al proyectar el lado B C sobre el AC, la
proyececion caerd sobre A C, pudiendo ser

DC<AG DC=AC DC>AC

1.r Caso DC < AC, se tiene AD = AC — DC,
20 3 DE=AC » » AD= AQC-— DO
gy DO SAQC 3 s AD = D= A

Si formamos el cuadrado de A D, obtendremos para
los tres casos

(1) oo AD = A0 4+D0 —2AC % DO

En eltridngulo B DO, rectdngulo en D, se tiene
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- Ty

yen el ADB, amb én rectdngulo,

AB' = DB' + ADy,

¥ = stituyendo en esta, los valores (!), (?), resultard
para los tres casos,

AB?*= AQ: 4+ BC*— 2AC x DG,

en la cual D C es la proyeccién del lado B C sobre el
A C, formula que podemos escribir asi,

2 et = bt g — 25 > PC

OBSERVACION.—En el caso 2¢ en que DC =
AC = b, laférmula(?), dd

et = b+ a? — 2} = q' — B,

como debfa ser, pués en este caso, el tridnguic A BC
es rectdnguloen A y ¢ es uno de sus catetos.

Teorema 83,

i88) FEn fodoe lridngulo, ol cuadrado de wun lado
opuesto d un dngulo ohtuso, es igual 4 la suma de los
cuadrados de los ofros dos lados, aumentada del doble
producto de uno de estos, por la proyeccion que sobre
él forma el otro.
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Sea A BC el tridngulo dado en el cnal AB = g,
&5 el lado opuesto al dngulo obiuso C. Proyectando

(Figura' 170.)

B

el lado AB sobre el AC, tendremos el tridngulo
rectaingulo ABD y

(*y.... AB* = AD* + BD%
pero
AN = AC + CD,
luego

AD!*= AC*+ CD*+ 2AC < CD.

Ademds, en el tridngulo rectdngulo C B D, se tiens

!

o

I

B BOY - D2

AB*=AC*+ CB*+ 2AC =< CD
< tamhidn
er =3+ q* + 25 < CD

siendo CDla proyeccion del lado a sobre el b.
COROLARIO. — D los tearemas precedentes se de-

duce: que si un dngulo de un tridangulo es agudo, recto

@ olbtuso, el cuadrado del lado opuesto, cs menor, igual

Prp—
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& mayor, que la suma de los cuadrados de los olros des
lados.

OBSERVACION.— Cuando se dén las medidas de los
tres lados de un tridngulo, los teoremas precedentes
permiten calcular la proyeceién de uno de los lados
sobre uno de los otros dos, y luego, la longitud da
la perpendicular (razada
del vértice sobre el lado (Figura 171.)
apnesio.

Por ejemplo; caleular la
alwira BD de un mangulo
A BC, cuyos lados son:

a = ¢ :

L]
& = & / : .
i AT A b— D i

Desde luego se observara que el anguio C, opuesto
al lade ¢ es agudo, pués

¢l = 49 < q' + ' = 61,
La férmula
¢ = 0"+ a' — 2 > D,
$& convierte en
49 = 25 + 36 — 225 x Dy

de donde ‘

6] — 49 12
T T

D=
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Por otra parte, el tridngulo BDC, d4

BD?*=a*— D(?* = 386 — 1.44 = 3456

zon un error menor que un medio milimetro.

Teorema 94.

187) En toido tridngulo, la suma de los cuadvados
de dos de sus lados, es igual al duplo del cuadrada de
la mitad del tercer lado, mas el duplo del cuadrado de
la mediana. (%)

Sea ABC el tridngunlo dado; BM la mediana y
D C la proyeecidn del lado a sobre el b.

(Figura 152.)

- T

#
i
(]
L
¥
¥

i
b hr!ﬁ. c

Siendo obtuso el dngulo A M B del iridngulo ABM,
tendremos

() AB?= ANM? 4 BM?+ 2AM < MD

(") Se Nama mediana, In reeta que une un vértice de un trido-
T W0 8l punto medio de lado opuosts,
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El lado B C es opuesto al dngulo agndo B M C, por
tanto

(*) BC!= MC!+ BM? — 2MC < MD,

y sumando, miembro 4 miembro, las(*) y (*)

AB? 4+ BC?= AM* +MC?+ 2 BM*+ 2 MD (AM—MC)

yeomo AM = MC.

ABt + BC® = 94NM? + 2B MY,
& también
a* + ¢t = 2AM? + 2BM2,

lo qne demuestra el teorema.

Opservacioy L—El teorema precedente, permite
calenlar la longitud de las medianas de un tridngulo
enando se ddn las longitudes de sus lados.

En efecto, sean

a =069
b=0be,
¢ ="Trn

Teniendo presente que AM = ?g la forinula

a* + ¢+ = 2AM?® + 2BMz
nos da
36 + 49 = 2 < (.25 + 2B M:?
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de donde

e Py L2 -4
EM: = 89 2'"'“” = 36m2p,

BM = V3625 = ¢ w021,

con mn error menor que un medio milimetro,
OBSERVACION 11 —Si restamos Ja relacion (*) de
la ('), del teorema precedente, tendremos

AB: — BU? = 4AM < M) = 2AC =< MD.

O hién
¢! — gt =2} 52 MD.

Luego: la diferencia de los cuadrados de dos lados
de un tridngulo, es igual al duplo del tercer lado, por
la proyeccion de la mediana sobre este lado.

Teorema €5,

188) Si de un punto del plano de un cireulo, ce
trazan secantes, el producto de sus distancias d los dos
de interseccion de cada secante con la circunferencia,
s una cantidad constante.

Dos casos pueden presentarse, que el punto sea in-
terior O exterior.

1. — Supongamos que A sea un punto situndo
en el interior del cireulo; tracemos por ¢l las dos
secantes CB y DE, y las cuerdas BE y DC. Los
tridngulos A BE, A D O, son semejantes, puds tienen
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los dngulos en A iguales, por opuestos por el vértice,
y los B y D iguales, por inscritos en el mismo

(Flgura 173.)

segmento CDBE. La comparacién de los lados
homdlogos de estos tridngulos nos da,

b=
o
=
=

|
I
|

b
=
b
=)

ABx AC =AEXxAD,

producto que es constante para toda secante que pase
por el punto A. 2

90 Supongamos que A sea un punto situado
exteriormente al ecirculo; tracemos las secantes
ABC. ADE, y las cuerdas BE y DO, formando
asi los dos tridngulos ACD y AB E, que son seme-
jantes por tener el dngulo A comin y los dngulos en
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C y E ignales por inscritos en el mismo arco BC
iD. Estos tridngnlos nos ddn

(Figura 174.)

b=
=
=
=

A

=
=
o

AB>xAC=AE < AD.

que demuestra el teorema enunciado.

OBSERVACION L. —Los segmenios A B, AC, de la
secante A C, son inversamente proporcionales & los
segmentos A D, AE, de la secante AL,

OBsERVACION IL—En el caso que el punto esté si-
tnado en el interior del eirculo, si consideramos el
didmetro que pasa por el punto A, lamando r al radio
del eirculo y d la distancin del punto A al cenwo,
tendremos

AB > AC= AR > AD = const.
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pero
AB=r—d, AC=1r+4d
AEXAD =(r—d)(r+d) =r*—d.
(Figurn 1756 (Figurn 176.)
A
Eu\
]
Iy [

Si el punto A esexterior, se tiene

AB 3¢ AC = AD ¢ AE = . o~at
y como
AB=d —r, Ac=d+f!
A AR =

(d—r)(d+7r)=d*—r’

Teorema £06.

189) Si de un punio exterior d un circulo, se tiran
wna tangente y una secante cualquiera @ la cireunferen-

cia, la tangente es media proporcional entre la secante
y su segmento exlerno.
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5i hacemos girar a:rededor del punto A, & la seean-

(Figura 177.)

te ABC, hasta que los puntos B ¥ C coincidan en B’,
la secante se hace tangente ¥ la relacion

AD. L AC
AB ~ AE'
puesto que AB = A C, tomard la forma

AD AB

e itn: A BY — . )
AB = A% 6 bién; AB AD>< AE

es decir, que la tangente A B, es media proporcional
entre la secante AE y su segmento externo A D,

Teorema 97.

190) En un cuadrilitero convero, la suma de los
cuadrados de sus lados, es igual d la suma de los cua-

= T e

.
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drados de sus dos diagonales, aumentada del cuddruplo
del ewadrado dela recta que
(Figura 178.) une los punios medios de

lus diagonales. 3
Sea ABCD el cuadri-
litero; O, O, los puntos
medios de las diagonales
v tracemos las reetas 00",
AQ’y CO'. Larecta A
es una de las medianas del
tridngulo A BD, luego (94)

AB:+ AD*=2D0* + 240"

Del mismo modo, en el tridngulo BC D, CO’ es una
de sus medianas, luego

BC* + CD®* = 2D0" + 2C0*,
¥ sumando estas relaciones, miembro & miembro,
AB* 4+ BC* 4+ CD '+ AD*=2A0"" + 200" + 4 DO

Pero en el tridngulo AO'C, 00" es una mediana
luego

AB® + BC?'+CD*+ AD*=400"* + 4 CO2+4 DO
0 bién, puesto que

200=AC, 2DO = BD,
resulta

AB*+BC:+ CD + AD = \C* 4 BD*+ 400’
CoroLARIO.—Si el cuadrilitero A BOD es un pi-
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ralelogramo, serd 0 0' = cero, y la férmula anterior
se cambia en

AB® + BC?! + CD? + AD? = AC* + BD?,
que dice: gue en un parvalelogramo, la suma de los cua-
drados de sus cuatro lados, es igual d la suma de los

cuadrados de sus diagonales.
La reciprocaes evidente, .

Problemas del libro 11,

Problemas graficos.
PEOBLEMA 1.

101)  Dividir una recta en un cierio nitmero de par-

tes iguales.
Sea AB la recta que se propone dividir en siete

{ Figura 179

partes iguales, Por el punto A, trazo una recta cual-
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quiera A C, sobre la cual llevo & partir de A, siete
vees una longitud arbitraria Aa; uno el punto C
con el B extremo de la recta, y por los puntos de
divisién trazo paralelas 4 la €B que interceptan
porciones AD = DE = EF,.......

PROBLEMA 11.

192) Dividir una recta AR, en partes proporcio-
nales d las rectas dadas B, C, D,

(Figura 180.)
B oo

Sobre ellado EF de un dngnlo cuaiquiera, tome
EA’ = AR, y sobre el otro lado, las longitudes

e =18 ad—=0C be =1
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Ensegunida, trazo la recta A'e, 4 la cnal se llevan
paralelas por los puntos a, b, y estas paralelas divi-
ran & A'E = AR, en partes proporcionales 4 las
rectas dadas,

PROBLEMA 111

103)  Construir la cuarta proporcional d las tres
rectas dadas A, B, C.
Siendo A, B, C, las tres rectas dadas, la cuestion

(Figura 181).

A
B
c

se reduce 4 encontrar otra recta x, dada por la
relacion
A G
Bty
Sobre el lado EF de un dngulo cualquiera FE G
tomo

ED = A, y EH = B

sobre el otro lado EG, fomo EM = C, y uno el punto

-

e 2 ———————

.
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D al M, y trazando por H una paralela & DM, ob.
tengo EN que es la cuaria proporcional buscada.
En efecto:

ED ENM

& bién
A O
B~ EN’
EN =gz,

OBSERVACION.—SIi se tuviera

B=C
teadriamos
I3
B~ EXN’
y EN, seria una tercera proporcional & las rectas
AyB.

PROBLEXMA 1V,

Construir una media proporcional & dos rectas
dadas.
Sean A y B, las rectas dadas. La cueslion se

raduce, 4 encontrar una recia z tal que

Para resolver el problema, tomemos sobre una
reota indelinida,

Ch=ADE =1L
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¥ con didmetro C E, tracemos una semi-cireunferens
cig; la recta DF perpendicular al didmetro es la

{Figura 182.)

h_______

E,.__._l:

E

0
[ | SR,

media proporcional buscada, pués sabemos, que
la perpendicular bajada de un punto de una eireun-
ferencia 4 uno de sus didmetros, es media propor-
cional 4 los segmentos del didmetro; segmentos que
en esle caso, son las rectas dadas,
Se puede resolver también este problema como
sirue:
Con la magnitud dada A =CD como didmetro,
se deseribe una semi-circunfe-

(Figura 183.) rencia; se lleva sobre CD, la
oy - longitud B = CE; se levanta

e ’/ﬂ‘ en E, la perpendicular EF y
N it uniendo los puntos C y F, la
i/ -t recta CF es la media proporeio-
g i 2 nal buscada, pués s media pro-

porcional entre el didmetro y
su segmento adyacente, que son las magnitudes
dadas,
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PROBLEMA V.

194) Siendo dados, sobre una recta indefinida, dos
puntes A y B, encontrar los puntos de esta recta
cuyas distancias i los A, B, sean proporcionales a dos
longitudes dadas M N.

Por un punto A de una recta indefinida, se lleva

(Figura 184.)

nna recta cnalquiera AO = M y por B una para.
lela & A O; se toma sobre esta paralela

BF = BE = N,

¥ se trazan las rectas OE, OF las enales dan, sobre
A B, los puntos C y D que satisfacen & Ia cuestién,
En efecto, los tridngulos semejantes O DA y DF B,
diin

AD'_ KO W
BD~ BF~ N’
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.08 lrifingulos semejantes AOC y CBE, din

AC _ A0
BB

-
=,
=
=

A

|
]

cz

=
|

-~

=
e

PROBLEMA YL

195) Siendo dadas, la suma y el producto de dos

lincas, construir estaslineas.
Sea CD = B, lasuma de las lineas pedidas cuyo

(Figutn 186.)

producto es igual al cundrado de lalinea dada A.
Sobre C D como didmetro, deseribo una semi-circun-
ferencia, levanto en C, la perpendicular CE 4 CD
y tomo sobre ella CE = A; por E trazo la EF G
paralela 4 CD y en la secante EG y su segmento
externo EF tendré las lineas pedidas. En efecto,

EC*=EG <X EF = A2,

§ para demostrar que su suma esigual 4 CD, no




GEOMETRIA ELEMENTAL 209

habrd mds que observar, que la perpendicular tirada
del centro O sobre la secante, divide la cuerda FG
en dos partes iguales, pues la suma EF + EG es
izual al doble de M E 6 del radio O C, es decir, ignal
al didmetro C D.

(OBSERVACION.— Para que el poblema sea posible

: B 3

¢s necesario que A < 5 es decir, (ue la recta A sea
menor que la semi-suma de las lineas 6 cuando mas
icual 4 ella.

PROBLEMA VIL

196)  Construir dos rectas, ddandose su diferencia y
sn producto.
Sea A’ B' la diferencia B, de las dos rectas bus-

(Figura 186.)

LR

cadas, cuyo producto es ignel al cuadrado de la

linea dada A. Con A’ B’ como didmetro, deseribo una

circunferencia de cireulo; levanto en A', la per
14
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—

pendicular, sobre el didmetro, sobre la ecnal tomo
A'S = A; y trazando la secante SDE {endré en
esta y su segmento externo, las dos lineas buscadas,
pues

SE — SD=DE = A'B' =D
¥

SA''=5E =< 85D.

PROBLEMA VIII,

19%)  Dividir wna recta en media y extrema razén.
- Para dividir una recta en media y extrema razom,
s2 divide la recta en dos segmentos tales, que el me-
yor sea medio propor
(Figura 157.) cional entre el segmento

menor y el total.
Sea A B larecta dada

B G A
\

¥y supongamos resueto
o el problema, siendo C

un punto tal gue se
tengi
v AB _ AG
AGC- Bd
que podemaos eseribir asi:
BC _ AC
A AR

Aumentando la unidad & ambos miembros y redu-
ciendo

BC AC
R T
BC 4 A AC +AD
A 2 AD
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& bien
(BC + AC)>=< AB = (AC + AB) > AL,
pero en la figura tenemos

BC 4 AC = ADB,
AB*=(AC + AB)><ADB.

[sta tltima relacidn nos muestra, que para encon=
trar el punto C, es necesario construir dos rectas,

AC+ ARy AB,

enya diferencia sea igual & AB y cuyo producto sca

A DBt y tomar & partir del punto A, sobre AB, mnu

longitud igual & la menor. De aqui la constrnceion:
Por el punto B, se traza una perpendicular OB =

j? del punto O, como centro, se describe una cir-
canferencia tangente & AB, y por A, la secante
ADOE, y esta secante y su segmento externo AD
resuelven la cuestion. No habrd mds que Hevar la
longitud AD sobre AB, d partic de A, para obtener
el punto C que divide 4 la recta A B en medio y ex-
trema razin.

CoroLARIO.—Si se designa con @ la longitud AD,

en el tridngulo rectingulo ABO, tendremos

A0t = AB! + OB*
pero, en el supuesto

KB = OB =5

FOr =g+ - == a%;
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pero

AC=AD =A0—0D= A0 — 0B

AC =
¥ luegu

va":.-“—
AB—AC =g =05 P W
= / a— gJu + 5= 2(3 v5)

PROBLEMA IX.

: _1_!!8]1 Sobre wuna recta dada A'B', construir wn
triangulo semejante @ un tridngulo dado A BC.

(Figura 182

c

Sea A'B el lado homodlogo de AB. En los piintos
A’y B’ formo los angulos

B'A'2 = BAC y A'B'y = ABG;

e
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los lados A'z y B'y se cortardin en un puuto ' ¥
el tridngulo A'B' () asi formado, serd semejante al
propuesto por tener dos dugulos respectivamente
iguales.

PROBLEMA X.
199) Ddindase el lado de un poligonn, construirlo

de manera que sea semejante @ un poligone dudo.
Sea ab, el lado homdlogo del lado A B, Tirando

(Figura 180.)

las diagonales A C, A D, del poligono dado, . tomo
sobre A DB '
AB = ab,

y por B', trazo una paralela al lado BC formando
el tridngulo A B'C" que es semejante al A BC; por
G, trazo la C' D' paralela & CD formando el tridn
gulo A C' D’ semejante al A CD; en fin, por D' trago
I'E' paralela & E D, formando asi el tridngulo
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AD'E semejante con el ADE, Tendremos asi, el
poligono A B C'D'E' que estd formado del mismo
nimero de tridngulos semejantes y semejantemen-
te dispuestos 4 los gue forman el poligono dado
A BCDE, y por tanto, serdn semejanies.

Ejercicios.

1 *—Demostrar que la reela trazada por los puntos
medios de los lados paralelos de un trapecio y los
lados no paralelos coneurren en un punto.

2.¢—Demostrar que los radios de los efreulos ins-
eritos en los tres trifingulos que se forman bajandao del
virtice del dngulo recto una perpendicular sobre la
hipotenusa, forman un tridngulo rectangnlo semejante
& los otros.

8.2 —Demostrar que la recta que une los puntos me-
dios de las diagonales de un trapecio, es ignal 4 la se-
mi-diferencia de las bases, '

4 »—Demostrar que las rectas que ligan los puntos

medios de los lados de un cuadrilitero cualguiera,
forman su paralelogramo.

6.2—Demostrar que las perpendiculares bajadas de
un punto cnalgquiera de la diagonal de un paralelogra-
mao, sobre loslados adyacentes, son inversamente pro-
poreionales # estos lados.

T.o—Demostrar que la suma tle los cuadradosde los
enatro segmentos formados ?nr dos cuerdas coales-
quiera de un efrenlo, perpendienlares entre si, es una
cantidad constante.

§.o—Demostrar que la cuerda que une, uno de los
puntos comunes a4 dos ecirenlos secantes iguales, al
punto en que la linea de los centros encuentira & una
enalquiera de las dos eireunferencias, es media pro-
porcional, entre el radio y la poreidn de la linea de

?
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los centros comprendida en la parte comin 4 las das
circunferencias,

9.0—Demostrar que la sumade los enadrados de los
lados no paralelos de un trapecio, es ignal & la suma
de los cnadrados de las diagonales, menos el duplo
del rectangulo de las bases.

10.—Demostrar que si una recta trazada del vértice
de un dngulo de un triangulo divide al lado opuesto,
en media y extrema razon, dividira, de la misma ma-
nery, A toda recta trazada en el tridngulo paralela-
mente & este lado.

11.—Demostrar que si se une el vértice A de un
triingulo istsceles, & un punto M cualquiera de la base
B, se tiene la relacidn

AB*= AM!'+ BM < MC.

12, —Demostrar que siendo dadas dos lineas de
longitud diferente, su media aritmética es mayor que
su media geomeétrica.

13, — Demostrar que en todo lritin%ulﬁ, el producto
de dos lados es igual al producto de la altura corres-
pondiente al tercer lado por el didmetro de la circun-
ferencia circnnserita.

14. —Demosirar que en todo cuadrilatero inseripti-
ble, el producto de las diagonales es igual & la suma
de los productos de los lados opuestos,

15.— Demostrar que en un cuadrilatero inscripli-
ble, lus diagonales son entre si como las sumaus dellns
productos de los lados que concurren & sus extremi-
dudes.

16. — Siendo dado un eireulo y un punto exterior,
tivar por este punto una secante tal que la poreidn
comprendida en el eirculo sea media proporcional
entre la secante y su segmento externo.

17. — Encontrar el lngar geométrico de Jos puntos
de un plano, enya suma {IETHLH candrados de sus dis-
taneias & dos puntos dados, sea igual & una cantidad
dada,

18. —Enconirar el lugar geométrico de los puntos
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de nn plano euya diferencin de los enadrados de sus
distancias & dos puntos dados es ignal & una cantidad
dada.

9. —Encontrar el lngar peoméirico de los puntos
medios de las secanies y de sus segmentos externos,
trazadas desde un punto exterior & un eirenlo dado.

20.—Encontrar el lugar geométrico de los puntos de
un plano cuyas distancias & un punto A, sean el doble
de sus distancias 4 un punto B.

Problemas nnméricos.

21.—Dos personas colocadas sobre dos navios de
manery dencontrarse cada uno A tres metros sobre ¢l
nivel del mar, dejan de verse duna distaneia de 12,600
metros. gendl serd la longitnd aproximada del radio
terrestrye?

22.—¢ A qué distancia, en plena mar, se extenders
la vista de un hombre, suponiendo (ue se cneuentra
4 60 metros sobre el nivel del mar? (Radio de la su-
perficie del mar 6,366,198 metros).

23.—Siendo dados dos civenlos de radios 58 metros
¥ 13 metros, y siendo la distancia de sus centros de
126 metros 2aleular la longitud de una tangente co-
min, con un 2rror menor gue 0 =001

24.—Se tienen dos ireulos de radios 62m y 480 |a
distancia de sus centros es de 166 =: caleular con un
error menorque 0 =001, la poreidn comprendida entre
los dos eiveulos de ana paralela 4 lalinea de los con-
tros trazada 4 ina distancia de 30 metros de ella,

25.—Calenlar on nna aproximacion de 0 .01 el
radio del iveulo inserito en un tridngulo rectdngulo
euyos catetos son 1 ™, y .2 m,

26.—Caleulir con una aproximacion de 0 m.01 el
cateto de un tridngulo reetdingulo, valiendo un dn-
gulo agudo 66° y 1 el eatelo opuesto,

27 —Slendo las bases de un trapecio de T334,y
848 » v valiendo cada uno ds los lados no paralales
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203 =: caleular, con un error menor que 02001, ia
longitud de las diagonales del trapecio.

28.—Del vértice del dngulo recto de un tridngulo,
se baja la perpendicular sobre la hipotenusa y se
propone, encontrar la longitud de esta perpendicular
¥ la de cada uno de los segmentos de in hipotenusa,
sabiendo que la longitud de los eatetos es respecti-
vamentede 5 m.5b y de 8 m.2.

20.—Trazando un didmetro y una cnerda perpen-
diculares entre si, en un creulo de radio 1gonal &
26m, v siendo 24m la longitud de la enerda gendl serd
la longitud de los segmentos asi determinados sobre
el didmetro?

80.—Prolongando 2 » 4 el radio de un cirenlo que
supongo valga b ™.7; trazando, porel punto asi obe-
nido, dos tangentes al circulo y uniendo por una
cuerda los puntos de contacto, se preguntn jeudl es
la longitud de esta enerda, y eudl sn distaneia al
centro del circulo?

31.—5i por el vértice del dngulo recto de un tridn-
gulo rectdngulo, cuyos catelos son 3 128 y 4 m.275,
se traza la bisectriz del dngulo reecto, esta determi-
nard dos segmentos sobre la hipotenusa gendl serd
la longitud de estos segmentos, eon un error menor
que 0 =.001?

» 32, — Siendo la hipotenusa de un tridngulo rectin-
gulo de 3724 v la longitud de la perpendicular llevada
del vértice del dngulo veeto sobre la hipotenusa de
1 w15 senal serdt la longitud de eada uno de los cate-
(08 del trisingulo, con un error menor que 0 =.01?

33.—En lospuntos A y Bdeuna recta AB =0%.25
se levantan dos perpendicnla- .
res, AC=0m18y BD =0n.07 (Figum 190.)
se toma sobre A B, un punto.O ¢
tal que los dngulos COA y f
D Hr!-} sean iguakes y se pide:
caleular las longitndes O A y _
O B. "
34.— En un ecireulo se coran dos de sus cuerdas de
tal manera que los dos segmentos de la una, valen

40

- _I"'._"_':F'l
n
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respectivamente 1 =2 y 2o.1; y la diferencia entre
los dos sezmentos de la otra, vale 1 =84 ¢cendl serd
la longitud de la dltima cuerda?

85.—Ddndose una cireunferencia de 1= de radio y
un punto de su plano, que diste 8= de su centro; tra-
zar, poreste punto; nna secanie tal que la cuerda in-
tercoptada seade 1% v ealeular con un eérror menor
que 0=.01 la longitud dela parte exterior de la se-
cante.

26, —Determinar sobre una tangente 4 un cirenlo de
8 . Ade radio, un punto fal que la secante trazada de
esw punto y que pasa por el centro, resulte dividida
en partes iguales en el punio en que encuentra al cir-
, ealo.

37, —Tomando sobre dos rectas paralelas, dos siste-
mas de tres puntos A, B, C; A' B’ C', 1ales que

AR = 2a, BC = bm; A’B' =1 m24 B'€' =43=n 15,
decir, si las rectns que resultan de unir entre sf los

puntos A yA', By B, C y C', concwrrirdn 4 un mismo
punto.

—— L — s — —




LIBRO CUARTO.

Poligonos regulares.

200) DerinicioNes.—Se lama poligono requ-
lar, & todo poligono, edneavo 6 convexo, que Lene
sus lados y dngulos iguales. El tridngulo equildte-
ro, el enadrado, ete,, son poligonos regulares.

201) Se dice que un poligono esti inserifo €n una
circunferencia de cirenlo, cuando todos sus vértices
estdn en la circunferencia.  Reciprocamente, se dice
que el circulo estd circunserifo & la circunferencii

Un poligono esta ehreunserifo & una circunferencia
de cireulo, cuando sus lndos son tangentes 4 esta.

202) Se Uama limite de una cantidad variable, &
una cantidad fija 4 1a canl la cantidad variable pue.
de aproximarse indefinidamente, de tal manera, que
la diferencia entre estas dos magnitudes pueda ser
wenor que toda cantidad dada.

Teorema 98.

208) Todo poligono rvegular puede inscribirse 6
circunscribirse en una circunferencia de civenlo.

1.o— Por tres vértices del poligono ABC D EF, tra-
zo una circunferencia de cireulo, y sei O s eentro,
digo que esta circunferencia debe pasar por los otros
vértices del poligono,

En efecto, tracemos OY perpendicular & CB y
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unamos los puntos A, B, D, al centro 0. Los dos cua-
driliteros OYBAy OYCD se pueden superponer,

(Figura 101.)

pués tienen ignales los dngulos en Y por rectos;
YB=YC; dng. B = dng.C, y el lado CD = AR
puesto que el poligono es regular, Luego OD = () A
¥ la civeunferencia que tiene por eentro al punto ()
pasard por D. Del mismo modo probariamos que la
circunferencia pasa por los otros vértices del po-
ligono.

2eo—Loslados AB, BC, CD, ete,, del poligono
ABCD ... son enerdas iguales del efreulo eirenns-
erito; entonces, las perpendiculares OK, OY,.... ti-
radas del centro O, sobre estas cuerdas, serdn igua-
les entre si; y la circunferencia deserita con centro
U y radio OK, pasard por los puntos medios de los
lados AB, BC, CD,.... y serd tangente & estos la-
dos y por consecuencia el poligono regular ABCD
v++o puede circunseriblrse & una elreunferencia de
circuln,

OBservAcioN. —ElL punto O, que es 4 la vez el

o
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centro de los eirculos inserito y eireunserito, se
llama eentro del poligono regular.

Se designan con los nombres de radio y apolema
del poligono regular, 4 los radios de los eireulos
circunserito ¢ inscrito,

Se llama dngulo al centro del poligono regular, al
dngulo de dos radios consecutivos O A O B.

Todos los dngulos al centro son iguales entre si
¥ su suma es igual 4 4 dngulos rectos. Como el mii-
mero de los dngulos al centro es el mismo que el
de los lados del poligono regular, se obtendrd el va
lor de uno de ellos dividiendo 4 rectos por el niimero
de lados del poligono. Asi, el dngulo del polizony
de la figura serd

4 ris. 3600

—— = — = (0,
G ¥

Teorema 99,

204) Si se divide wuna circunferencia de cirewo
dada, en un nivmero cualquiera de arcos iquales: 1.° Las
cuerdas de estos arcos formardn un poligono regular
convero, inscrito en sw cireunferencia. 2.2 Las fan-
gentes trazadas por los puntos de division, forman
un poligono vegular convexo, cireunservilo d la circun-
Servencia.

1..—Como los arcos AB, BC,.... son iguales, lo
seran sus cuerdas, y el poligono inserito tiene sus
lados iguales, En eunanto 4 sus dngolos tenemos que
cada uno, tiene por medida la mitad de la suma de
tres arcos ignales, 6 en general, de un nmimero ignal
de arcos iguales, lnego serdn iguales entre si y el
poligono es regular,
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20—El poligono A'B'C'.... formado por sus tan-
gentes trazadas por los puntos A, B, C, ... es también
regular. En efecto, observaremos que cada nno
de los tridngulos, tales como A'AB es isdsceles,

{Figura 193.)

puesto que las tangentes llevadas 4 un circulo de
un punte exterior son iguales; y todos estos tridn-
gulos son iguales entre si; pues lienen respectiva-
mente iguales o base y los dngulos adyacentes,
Por ejemplo, tomemos dos de estos fridngulos, el
A'AByel CCD en los cuales se tiene: AB = CD
por hipotesis; el dngulo en A, tiene por medida la
mitad del arco AB; el dangulo O, tiene por medida
la mitad del arco CD, y como are, AR = arve, C D,
estos angulos son iguales; por consigniente, siendo
isosceles los dos triangulos, serdn ignales entre si.

205) Cornovnario I, — Cuando se divide una eir-
cunferencia de cireulo en un nimero N de partes
iruales, ¥ & partic de uno de los puntos de division
se trazan las enerdas que ligan sucesivamente de

R i



PR T E—

GEOMETRIA ELEMENTAL - 238

lenl, de 2en 2, de 3 en 3, ete., de x en z, hasta
llegar al punto de partida, se obfiene una série de
poligonos regulares inseritos; convexos, aquellos
wra los cuales N es divisible por # y cuyo cociente
entero dd el nimero de lados del poligono; y edn-
cavos, que también se llaman poligonos estrellados,

aquellos para los cuales N no es divisible por .
T

Cuando %:- = 2 se vuelve al punto de partida por

un didmetro,

Veamos algunos ejemplos.

La divisién en 8 y en 4 arcos iguales, dan ori-
gen solo al tridngulo equildtero y al cuadrado.

(Figura 103.)

La divisidn en 5 arcos igvales dd solo dos poli-
gONOS (ue son:

{ == 5, el pentdgono convexo ABCDEA;
& , el pentigono estrellado ACEBD A,
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La division en 6 arcos iguales did solo dos po-
ligoaos convexos que son:

(Figura 1984.)

6, el exdigono convexo ABCDEFA;
3, el triingulo equildtero A CII A,
= 2, el didmetro A D A.

La divisién en T arcos ignales dd origen & tres

§
g
,ﬂ.

(Flgura 105.)

poligonos regulares, uno conveso y los owos dos es-
trellados, que son:
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i =17, elpoligono convexo ABCDEFG A:

i » el polizono estrellado de sigte lados
ACEGBDFA;

$ , el poligono estrellado de siete lados
ADGCFBEA.

La division en 8 arcos iguales dd origen 4 tres po-

(Figura 108.)

tigonos regulares, dos convexos y umno estrellade,
que son:
3 = 8, el octégono convexo ABCDEF G HA;

§ = 4, el cuadrado ACEG A;
§ , el octogono estrellado ADGBEHCF A;
§ = 2, el didmetro AE A;

y asi siguiendo.
Teorema 100.
206) Cuando el nimero de lados de un poligono

vegular inscrito, crece indcfinidamente, st perimetro

diene por limite la circunferencia circunserita.
15
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Sea ABC.... un exiigono regular inscrito en la
eircunferencia O A, Inseribamos el poligono regular

(Figura 197.)

de doble niimero de lados AaBb ... y tendremos
arco AB > Aa -+ aB > AB,
cireunf. OA > Pz > Ps ()

siendo Pu y Ps los perimetros del dodecdgono y
del exdgono inseritos.

Inscribiendo en la misma cireunferencia el poli-
gono regular de 24 lados, lnego el de 48 lados,
después el de 96 lados, y asi signiendo, la relacion
(*) subsiste siempre entve la longitud de la circun-
ferencia y los perimeiros de los dos iiltimos poli-
gonos considerados, y donde observaremos que el
petimetro del dltimo poligono se acerca mds 4 la
cireunferencia que el del anterior. Entonces, si el
nimero de lados del poligono inscrito aumenta al
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infinito, su perfmetro tiende & confundirse con la
circunferencia, y podemos decir:

Que la circunferencia de cireido es el limite al cual
tienden los perimetros de los poligonos inscrilos cuyo
nitmero de lados erece al infinito.

207) CoroLARIO. — Bl drea de un poligono ins-
orito en una cirewnferencia de cireulo, cuyo nivmero de
lados evece al infinito, tiene por limite el drea del clr-
culo.

Teorema 101.

208) En dos poligonos regulares del mismo ntimero
de lados, se verifica:

1.» Los poligonos son semejantes.

2.0 Los perimetros estin entre si, como sus radios
4 como sus apotemas.

1o—Sean ABDCDE, A’B'C'DE', dos peligonos
regulares del misma mimero

de lados, por ejemplo, dos (Figura 198.)
pentdgonos. e s
Sabemos, que la suma S de o \
i

es igual & tantas veces dos
rectos como lados tiene me-

0
-
nos dos, por consiguiente, pa- \/ /
BJ’

los éingulos de nn poligono, Z N

ra el pentdgono serd i
§S=(b—2) < 2ris, =B ris.
y el dngulo serd )
E e
g o E s, ‘
o

3] b

valor que serd el mismo en los dos pentdgoiaos
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regulares. Ademds. como por hipGtesis se tiene
AB=BC=CD = DE = EA,
AC=BC=CD=DE=FA,
se tendrd que

AB BC G

—— g i, — g e

Ay BC OD

y los dos poligonos serdn semejantes.

2.0—Sean 00, los centros de los dos polizones

O A, OA" sus radios y Oa, O a'. sus apotemas. Sien-
do semejantes los poligonos y lamando P, P, sus pe-
fimetros, tendremos

P AR

e T
Pero los tridngulos isdsceles AOB, A'O'D', son
semejantes pués tienen los dngnlos 0 = 0" = § rts;

los tridngulos rectdngulos A Oq, A'0)'a’ son equidn-
gulos y porconsiguiente semejantes liego

AB =.= AO _ Oa
AR AT

A AL

AR
PISS ARG S O

——— S
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Problemas.

PROBLEMA L.

2090) Inseribir un cuadrado en una circunferencia
de circulo.

Sea () el centro de una circunferencia dada. Por
el punto O trazo ilws did-
metros perpendiculares (Figura 199.)
entre si y los extremos de
estos didmetros serdn los
cnatro vertices del cundra-
do pedido, pués la circun-
forencia resulta dividida
en cnatro arcos iguales
en dichos puntos y las
cnerdas de estos arcos son
los lados del eunadrild-
tera.

Para ecaleular la vazdn del lado L del cuadro al
radio R de la circanferencia civcunserita, bastard ob-
servar gue el triingulo rectangulo AOB da

AB? = OA* + OBs,
O bién

L*=R?* + R*= 2R3
L=RV 7.
CoroLARTI0.—Si dividimos en dos partes iguales

cada uno de los arcos subtendido por los lados del
cuadrado inscrito y ligamos por rectas, estos puntos
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de division & los vértices del enadrado. obtendremos
el octgono regular convexo,

Para inscribir el poligono vegular convexo de 16
lados, dividiremos en dos partes iguales los arcos
subtendidos por los lados del oetégono, trazando las
cuerdas de estos arcos. Continuando de este modo,
la biseccidn, obtendriamos los poligenos regulares
convexos de 32, 64, 128, ... lados

PROBLEMA II.

210) Inscribir en un cirewlo dado, un exdgone y
wn tridngulo equildtero.
En primer lugar, probemos que el lado del exdigono
regular inserito en una eir
(Figura 200.) cunferencia de circulo, es
ignal al radio.
1o—Sea AB el lado del
exdgono regular inscrito en
el circulo de radio O A = R.
El tridngulo A OB es isds:
celes pués dos de sus lados
son radios de la misma eir
eunferencia, tiene el dngule
ol vértice O, que vale

dng. 0 = 3—[13- = 60v°;
i]
la suma de los dngulos A y B serd
A+ B = 1800 — 600 = 120,
pero com ¢l w@dngulo es isdsceles serd A = B

; 8 =8B=2"_ 6 4
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¥ el tridngulo es equildters. Resulia pués,
AB =R

Luego, para construir el exdgono regular bastard,
Hevar sucesivamente el radio seis veces sobre la cir-
cunferencia.

2o—Trazado el exdgono regnlar, bastard para ob-
tener el tridngulo equildlero, trazar sucesivamente
las rectas que ligan dos vértices no consecutivos,
obteniendo la figura A CE que es el tridngulo equi-
latero.

Si trazamos el didmetro A D, formaremos el tridn-
gulo ACD rectingulo en C, luego

AC*= AD: — DC,
AD

pero
=2R DC=R,

AC? = LRt — R* = 3R?,
AC=R V3.

teniendo asi, el lado del tridngulo equildtero.

211) Comornario L.—Parainscribir en el eireulo
de radio O A = R, los poligonos regulares convexos
de 12, 24, 48,06, ete., lados, bastaria dividir en 2,4, 8,
16, ete., arcos iguales & los arcos subtendidos por
los lados del exdgono regulie inserito y lrazar las

enerdas de los nuevos arcos.
212) Corovrario [L—5ienla ligura trazamos ei

radio © (C, formaremos un rombo AOC B, cuyos
diagonales son AC y 0B,

Om =mB=

ral &
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¥ la apotema del tridngulo equildtero es ignal 4 la
mitad del radio del ecirculo eircunserito.

PROBLEMA IIL

213) Inseribir en uwna circunferencia de circulo
dada, un decdgono regqular.

Sea A B el lado del deedgono
regular convexo inserito en la (Figura 204).
circunferencia de radio O A, y
demostremos que este es igual

ol mayor segmento del radio
dividido en media y extremna
razén.

En efecto: tivando los radios
OA y OB formaremos un tridn-
gulo A O B isdsceles cuyo dngu-

a66°
euyo #dngulo en la base, vale
1800 — 360 1440

= e e 80

es decir, el doble del valor del dngulo en 0. Sentado
esto, tracemos la bisectriz A C del dngulo A, la cual
dividird al lado OB del tridngulo O A B en dos seg-
mentos OC y CB proporcionales & los lados adya-
centes, es decir, tiles que

y A0 _ oC
AR GR*

Pero el tridngulo AC() es istsceles, por tener el
ingulo en A igual al dngulo en O, luego AC =0,
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ademés, e} tridngulo A C B es también is6sceles pués
uene
dng. ACB = dng. 0 -+ dng. CA O = 72°,
por ser externo en el tridngulo A C O, valor que es
el dei dngulo B, iuego
AB=AC= 0 C,

¥ con A O = O B, por radios de la misma circun-
ferencia, la relacion (') podra eseribirse

Gl DB 0 C

0C CH

la cnal dice, que el punto C divide al radio O B en

media y extrema razon y como O C = A D, el lado

del decdgono es ipual al mayor segmento,
OpseErvacioNy L—En la figura. se tiene

CB=0B — 0C;
por otra parte, la relacion (*), dé

0C'= 0B x€B,
luego

0OC=0B(0B— 0C) =0B'—-0B=<00C,

y si representamos por z al lado del decdgono re-
gular AB = 0 C; y por R al radio O B el ecirculo
circanserito, tendremos

2+ z.R— R*=op,
de donde

_ R R B R
‘“**‘i'—*-\/;f ties e
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¥ considerando solo la rafs positiva que responde &
la cuestion, resulta

m=ﬂB=1§fJTﬁ'—1],

para valor del Jado del decdgono regular inserito en
una cireunferencia de radio R.

OBservac1ox IL.—Teniendo insecrito el decdgono
regular, podemos inseribir enseguida, los poligonos
regulares de 20, 40, ete... lados, dividiendo sncesiva-
mente cada arco en dos partes iguales y ligando por
cuerdas los puntos de division 4 los vértices del poli-
Bno.

PROBLEMA 1V,

214)  Inscribir, en wna circunferencia de circulo,
wn pentigono regular,

Teniendo determinados los vértices del decdgono
I gular inscrito, no habrda mds que trazar las rectas
que unen estos vértices de dos en dos y se tendra el
pentdgono regular convexo inserito en el cirenlo.

OBSERVACION L—Para caleular el radio del pen.
tagono regular convexo, demostraremos primere:

Que el lado del pentigono reqular convezo, es la Ji-
potenusa de un tridngulo rectingulo euyos catetos son,
el radio del cirewlo circunserito y ol lado del prdgono
regulay convexo inserito en el mismo cirendo.

En efecto, sea AD el lado del decdgono regnlar
convexo; prolongdndolo hasta el punto C, tal que

AE =0

tracemos del pnuto O Ia wangente CD, envo cun-
drado serd

Cht*=CA % (CB

T
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y puesto que B A es igual al mayor segmento del

( Figara 202 ).

radio dividido en media y extrema razin, es decir

CA _ AB
A BoiaB®
gue di
ABY = OA > CB,
resuliard

CD = AB.

Trazando las rectas OD y OC, tendremos un
tridgngulo rectangulo euyos catetos son iguales al ra-
dio y al lado del deedgono regular inserito y solo nos
resta probar, que el lado del pentigono convexo, es
ignal 4 la longitud O C.

Para esto, tracemos la recta A E paralela d CO y
uniendo O con E, tendremos el rombo CAEO, te-
niendo en A E = 0C, el lado del pentdgono regular
inserito, pués el dngulo EOA es igual al dngulo
O A C, por alternos-internos y el iiltimo igual & 72¢,
como antes hemos visto, teniendo asi resuelta la
cuestion,
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Sentado esto, el tridngulo COD d4,

00 = \/ CD* + DOy,
pero

CD = AB — 1),

M]ﬁ

(V5
D= R.

BE= \/R'-}—— 1]’:2\/10-2&{?,

que es el valor del lado del pentdgono regular con-
vexo, inserito en una cirennferencia de radio R.

FROBLEMA V.

215) Tuseribir en una circunferencia de cireulo,
un pentadecdgono reqular convexo.
Pomemos, & partir de un punto A de la circunfe-
{Figurn 203.)

c
et -

rencia O A unarco AB igual 4 §, y 4 partir de B
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un arco BC igual & 5 y trazando la enerda A C,
tendremos el lado del pentadecdigono regular con-
vexo, inscrito en la circunlferencia, pudés

e e o g Sl
10 =80 T 808 STt

]

Gl

PROBLEMA VI

216) Ddndose un poligono regular inscrifo en ung
eircunferencia de circulo, circunseribiv d esta un peli-
gaun semejante.

e ABCDEF el poligono dado; tracewmos los
radios O H' y O G' perpendiculares 4 los lados A B,

{ Figurn 204.)

B C, y por los puntos H’, G', tracemos las paralelas
A'B, B C, 4los lados A B, B C. Estas paraleias son
tangentes 4 la circunferencia y el poligono que for-
man es semejante al Ludo.

En efecto, los dngulos de estos dos poligonos son
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ignales por estar formados por rectas paralelas y
dirigidas en el mismo sentido: ademds sus lados
son proporcionales, pués en los tridngulos OAB y
OA'B' que son semejantes, se tiene

AR B )

AB B0
Yenlos OB'C' y OBC

BC _ BO
BC — BO’
g AR BE
AR B

y del mismo modo estableceriamos la proporeionali-
dad de los demds lados de los poligenos.

OpservacioN. —Puara inscribir en una civeunferen-
cia de eirculo, un poligono semejante 4 un poligono
regular circunserito, bastard trazar del eentro rectas
& las vértices del poligono dado y los puntos en
que estas rectas encoentran 4 la circunferencia serdan
los vértiees del poligono pedido. También puede
abitenerse este poligono uniendo por rectas, los pun-
tos consecutivos de cantacio de los lados del poligono
circunserito.

PROBLEMA VI,

217)  Dados os valores numéricos, del lado,de un
poligono regular inscrito, y del radio del civewlo, cal-
cular el valor del lado del poligono regular inserito de
doble nivmero de lados.




Bea AB = m el valor del lado del poifgonoe

+Figura 203.)

regular inscrito dado; tracemos O C perpendienlar
4 AB, y luego la recta AC.

Designemos con @ = A C, el valor buseado y con
R al radio de la circunferencia,

El tridngulo O A C dé
AC*=0A' + OC? — 200 > AH,

os deeir,
2¥ = 2R* — 2R =< OH,

pero en el tridngulo rectdngulo O I1 A, se tiene

OH =\/E—L’f
i

= e
£ \/2R=~— zu\/lv—?%-
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Relacion de Ia circunferencia al didmetro.

218) Hemos visto (Teor. 99) que una circunfe-
reneia de cireulo puvdu considerarse como el limite
Licia el cual tienden los perimetros de los poligonos
regulares inseritos cuyo mimers de lados aumenta
indefinidamente,

Asi, enando se trata de la longitud de una cireun-
ferencia, se considera & esta como el perimetro de
un poligono regular de un mimero muy grande ce
lados, atribuyéndole todas las propiedades relativas
# los poligonos regulaves con independencia del ni-
mero de sus lacos.

Teorema 102,

219) Dos circunferencias de cireulo, son propor-
cionales d sus radios,
REaE el 08 dudice
(Figun 26.) de las circunferencias cir-
eumseritas & dos poligonos
: regulures del mismo mune-
o de lados, por ejemplo,
dos exdganos; la razon de
sus perimetros P, p, es la
misma que la de los radios,
es decir

Si en seguida inseribi-
mos los poligonos de doble
mimero de lados, es decir,
lus puligonoes de 12 lados,
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enyos perimetros lamaremos P p', tendremos tam-
bién,

b R
— = x
» r
¥ como esta relacion permanece constante cualquiera
que sea el mimero de lados de los polizonos regula-
res inseritos en las dos circunferencias, valdri tam-
bién cuando los perimetros se eonfundan en el limite
con las eircunferencias,
: ] R 20 i
2T = e (SR SR )

e ; 2r

designando con C y ¢, las longitudes de las dos eir-
cunferencias,

220) Cororario.—La razon de una cireunferen-
cia da su didmetro, es una candidad constanlte.

La relaeion ('), se puede eseribir asi

o

Doty s
R y"

b

¥ Inego, la razdn de una circunferencia 4 su didmeko
es nna cantidad constante.

Esta razon constante, se designa ordinariamente
con la letra griega =, que ¢l geometra Lambert
probi en 1761 que es un nimero ircacional,

El valor de 5, en decimales es

== 8. 141592653H89793 ......

Arquimedes, 230 anos antes de nuestra era, caleulé
por primera vez el valor de = encontrando que esta-
16
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ba comprendido entre los numeros oy ¥ pero
generalmente se toma al primero % = 3.1428 con
un error menor (que nna media milésima.

Métius, gedmetra del siglo XV, di para valor apro-
ximado de la razon = el mimero {§§ = 3.1415920,
fraccion faeil de recordar, pues basta para formarla,
escribir los tres primeros niimeros impares repetidos,
¥ dividir el mimero formado por los tres ultimos, por
el formado por los tres primeros.

De que la razdn de una civeanferencia 4 su didme-
tro es una cantidad constante, resulta:

Que para calcular la longitud de una circunferencia,
dado su didmetro.lasta multiplicar este didmetro por
ol niomera =i y reciprocamente. Estas reglas estdn
contenidas en la formula siguiente :

gire; R.=2 R > =,
es deeir
cite, =2 = R.

Cororario 1I.—Siendo dado el radio R de un arco
de circulo de n grados calenlar la longitud 1 de este
arco.

Teniendo la cireuuferencia de cireulo 360¢, eseri-
hiremos

=R > qo = Rn
Y o i

d600 180

férmula que nos dard una cualquiera de las cantida-
des I, R, n, cnando se dén las otras dos,

e ————

e
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Teorema 103.

221) Si haciendo centro en el vértice de un dngulo,
se deseribe una circunferencia de circulo, de radio ar-
Litrarvio, y se toma como unidad, al angulo al centro
que intercepta un arco de longitud iqual al radio, el
arco mtrrn{prmfn por los lados del dngulo dado, tiene
por valor, el producto del radio por el dngulo.

En efecto, sea AOB el dngnlo dado; con centro

(Figurn 207.)

en O y radio OA, se deseribe una cirennferencia
y tomando 4 partiv de B, un arco B C igual al radio
se tendra:

dng. AOB _ arc. AB

dng. BOC — arc. BC’

pero el arco BC es por hipdtesis ignal al radio R y
el dngulo B O C se toma por unidad, luego

dng. AOB _ arc. AB
1 - RV
arc, AB = R > dng. AOB.
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OBsERVACION,—Para calenlar el mimero de gra-
dos contenidos en la unidad de dngulo B O C, bastard
poner R =1, en la férmula

rRm
T i
150
y despejar & n, asi
n = 1_?[5 = Hign 1% 447

PROBLEMA L

222) Calerlar la longitud aprozimada de una cir-
cunferencia cuyo radio es 5.

La formula que dd la longitud de una civcunferen-
via es (Teor. 101)

C =2=R;
en el caso propuesto es R = H™
C=92x8141592 b= =381m41592

CON U error menor que una cien milésima.

PROBLEMA 1L

223) Hallar lalongitud de un arco de 19.°27" 43"
que pertenece & una circunferencia de radio 2. ™ 74
La formula que dd Ja longitud pedida (Teor. 101)
es
=R n
L350

3 — [
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reduciendo & segundos, tendremos
n = 19 27 48" = T0.068",

180" = G48.000",
y la férmula dard

T0.063 > 2.74 < 3.141592

&= 618000,

PROBLEMXA I11.

224) Siendo la longitud del meridians terrestre de
40.000.000 de metros, ealewar ol valor del radio de
la tierra, con wn ervor menor que wun kildmetro.,

La formula

2= = 40000000 ™ = 40000 k=
dd
20000 g m, 20,000

PROBLEMA 1V,

225) Culewlar la razén de la cireunfevencia al
ditimeiro.

1. — METODO DE LOS POLIGONOS REGULARES
INSORITOS.

Consideremos un cirenlo que tenga por radio 4 la
unidad de longitad é inseribamos en este cireulo al
cuadrado cuyo lado vale /727; y haciendo en la for

mula
Y e
& \/ﬂii’—il{-\/R‘—-;_—*
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R=1ym= V2, se tendrd

et i

que da el valor del lado del octégono regular inserito.
Si conservando el valor R = 1, hacemos en la

" misma formula a = \/.5! — /2, obiendremos

& = \/2 — v;‘:};; ;

que dé el valor del lado del poligono regular inscri-
to de 16 lados, y asi signiendo, Llamando, Is, B,
lia, lse,.... # los lados de los poligonos regulares
inseritos de 4, 8, 16, 32,.... lados, y Pa Ps, Pig,
Pss,.... sus respectivos perimetros, se encontrard

=¥ 2,

ls = \/2 2 o
Y P

/
raaz\/z—\/:ﬂ- \/2+v"2—,

p———— T
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e = 4\/2 ’
Py = 5\/:&-—»#'2 ',

Pic = 16 \/‘.’. - v:& AT

Pero los valores de los perimetros se aproximan
cada ver mis & la longitud de la cirennferencia, y
considerando & uno de ellos como gue representa
aproximadamente & la circunferencia, bastard divi-
dir este valor por el del didmetro 2. para tener el
valor aproximado del nimero =; siendo evidente
que esta npmxilm:mi:’m serd tanto mayor cuanto ma-
yor sea el nimero de lados del poligono considerado,

Area de las figuras planas.

225) DeriNicioNes.—Se llama AReA 4 la ex-
tension superficial de una figura cualguiera.

Cuando dos figuras tienen dreas iguales, sin te-
ner la misma forma, se dice que son EQUIVALEN-
TES,

226} Se llama arturA de un paralelogramo 4
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la perpendicular que mide la distancia de dos lados
opuestos de la figura; los lados entre los cuales se
traza la altwa se llaman Basgs del paralelogramo.

227) Se llama ALTURA de un trapecio, & la per-
pendicular que mide la distancia entre los lados
paralelos, y estos dos son ks BAsEs del trapecio.

228) Se llama arLTURA de un tridngulo, 4 la
perpendicular bajada al vértice sobre el lado opues-
to tomado como BASE.

229) Asi como se toma al mefro porunidad de
longitud 6 unidad lineal, se toma por unidad de su-
perficie al metro cuadrado, que es un cuadrado de un
metro de lado. Pero los miiltiplos y submiiltiplos
del metro cuadrado eorvesponden & otras tantas nni-
dades de superficie, 4 veces empleadas, y asi, se dice:
5 kildwmetros enadrados, T eentimetros ecnadrados,
tomando por unidad al kilémetro cuadrado 6 al
centimetro enadrado,

Cada unidad superficial vale 100 unidades del 61~
den inmediato inferior ¢ iy del orden inmmediato
superior. Por ejemplo, el decimetro cuadrado vale
100 centimetros cuadrados 6 vy de metro cuadrado.

Supongamos que el enadrado A BCD, tiene 100
metros de lado, el cual representard la hectdrea.
Ditidamos cada uno de los lados A B, BC, en diez
paries ignales, y levando por los puntos de divi-
sion rectas paralelas 4 los otros dos lades, tendre-
mos ln hectirea descompuesta en 10 columnas, como
li ABba, que contienen cada una 10 cuadrados,
6 bien 10 =< 10 = 100 cuadrados que tienen 10
metros de lado, es decir, 100 dreas. "Tomando
una de estas dreas y haciendo una construceion
andloga, la tendriamos descompuesia en 100 euna-

e ——— a
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drados de un metro de lado, y como la liectirea
vontiene 100 dreas, se podrd descomponer en
100 > 100 = 10,000 metros cuadrados.

{Figura £08.)

p——— — = 4

e e S

B b- c

Procediendo de un modo andlogo, descompon-
dreiamos un metro enadrado en 100 enadrados de
0m,1 de Indo, es deecir, en 100 decimetros caadrea-
dos; cada decimetro cuadrado se descompondria en
100 enadrados de 0=, 01 de lado, y el metro podria
descomponerse en 100 = 100 = 10,000 ecnadrados
de un centimetro de lado, es decir, en 10,000 centi-
metros cuadrados, y asi, siguiendo.

OBSERVACION. — Observaremos en la figura, gque
un déeimo de unp unidad superficial cualquiera, re-
presenta 10 unidades del orden inmediato inferior;
un centésimo, 100 unidades del orden inmediato in-
ferior, ete., ete,  Asi un déeimo de metro cuadrado
contiene 10 decimetros coadrados; un centésimo de
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metro cuadrado contiene 100 centimetros coadrs-
dos, ete. ...

Para enconirar el drea O extension superficial de
un enadrado, bastard, pués, formar el cnadrado de
su lado expresado en unidades lineales; asi, si se
tiene un cuadrado que tiene por lado a = 20m, ten-
dremos

firea del cuadrado = a < a = 26 = 26 nls. cnad.

es5 deeir,
a? = 20m =< 25m = (25™-~

Si el lado del cuadrado fuera ¢ = 10m, 25, ter-
driamos,

a* = 105" 0 06, 25,

es decir, 105 metros cuadrados, 6 decimetros cua-
drados, 256 centimetros enadrados.

Teorema 104,

280) FEl drea de un vectingulo es igual al producs
to de su base por s altura.

Sea ABCD un rectingulo que tenga por base
b= AB = b= 1, y por altura ¢ = AD = 3m,

A partir de A, Yevemos la unidad lineal sobre
las dos dimensiones del rectingulo, y por los pun-
tos de division tracemos paralelas @ estas dimen-
giones. Tendremos asi, la fignra A BCD formada
por 15 euadrados de un metro de lado, y tres rec-
tdngulos que representan pes décimos de metro
cuadrado.
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Si tomdramos como unidad al decimetro, dividi-
riamos los lados del rectdngulo: AD en 30 partes

[F:guﬁ 209,)

I c

A (]

iguales y AD en 51, y llevando paralelas 4 los lados
por los punios de division, tendriamos formado el
rectingulo ABCD, por 1530 cuadrados de un de-
cimetro de lado, 6 sean 1530 decimetros enadrados:
pero el metro cuadrado tiene 100 decimetros cua-
drados, luego, '

1530

B0 B,

llamando S al drea del rectdngulo.

Pero representando con § la base AB del rectdn
gulo y con @ su altura A D, tendremos

16m-e 30 = Hp=, 10 x 3o = AB < AP
S=b%aq

v la superficie é drea del rectingule es ignal al
producto de su base por su altura.

\
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Teorema 105,

2381) Des rectangulos que tienen la misma altura,
son proporcionales a sus bases.

Sean 5 y § los arcos de dos rectdngulos que tie-
nen por altura comin @ y respectivamente por ba-
ses a by b,

Tendremos, (230).

5=ﬂ3<|’:,
8 =g =l ,

¥ dividiendo miembro & miembro, resulta,

que dice: que las dreas de los rectingulos de
misma altura, son proporcionales 4 sus bases.

Si los rectdngulos tuvieran alturas desiguales a, o', ;
¥ la misma base b, seria

B=ag>xD,

5= =X,

8 ‘
5’ T ﬂ-!l

y las dreas de los rectingulos de base ignal, son pro- }
porcionales 4 sus alturas.
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Teorema 106,

232) Dos rectangwlos eualesquicra, son proporeio-
atales d los productos de sus bases por sus alturas.
Sean Ry y Ra dos rectingulos que tienen a1, as, por

{Figura 210.)

dg “‘2
- Hq
bi b
a1 R
Ez

alturas y &1, be, por bases; construyamos un rectin.
gulo R gque tenga, a, por altura y = por base.
Comparando los rectangulos R y R, tendremos

Ri o b

R b
comparando los Ry Rs,

R at

s as

y maltiplicando miembro & miembro, estas igualda-
des, resulia
i ar >< in

E tix >< ba
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Teorema 107.

238) El drea de wn paralelogramo es igqual al
producto de su base por su altura.

Siendo ABCD el paralelogramo dado, levante-
mos en A y B perpendiculares 4 AB formando asf,

(Figura 211.)

|

j0s dos tridngnlos rectingnlos ADE, B CF, que son
ignales por tener las hipotenusas A D = CB, por la-
dos opnestos del paralelogramo, y los dngulos en A
¥ Biguales, por tener sus lados paralelos y dirigidos
en el mismo sentido.

Considerando la figura AECB, se puede esta-
blecer

AECDE + ADE = AECB + BCF, (*)
pero
AECB + ADE = paralelog:. ABCD

AECB + BCF = recting. ABFE

paralelog. ABCD = rectang. ABFE.

(*) Usaremos el signo = para indicar equivalencia de dos
figurns,
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Pero
firco ABFPE=AB=AZE,
luego

drea ABCD=ABxAE,

guedando demostrado ¢l teorema.

234) CowrorLario. — S dos paralelogramos tie-
nen bases iguales, sus dreas soR proporcionales & sus
alturas. Si dos paralelogramos tenen alturas iguales,
sus dreas son proporcionales a sus bases,

Teorema 108,

235) FEl drea de un tridngulo es ignal d la mitad
del producto de su base por su altura.

Sea A B C un tridngulo; por B y C, trecemos las
rectas B ), C D, parale-
las respectivamente i ( Fignra 212)
los lados A Oy A B, tor-
mando asi, el paralelo-
gramo ABCD que es
el doble del tridngulo
A B C, pués B C viene &
ser nna diagonal que lo
divide en dos triangulos
iguales.

Sentado esto, eomo el
4rea del paralelogramo es AC % BE, tendremos

= i

Mlasssasmsmanssa

A

dren ABC = }AC X BE.

L Q D:Di
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CoroLAnio L. — Dos tridngulos de éreas T, T,
que tienen la misma base b son proporeionales & sus
alturas a, @', pues

il

1
= X b,

S .
r] o é a >< ﬁ
iy i
1y a’

Si tienen la misma altura, serdn proporcionales &
sus bases,

236) CoroLARrio, — Dos fridngulos que tienen
sns bases y alturas respectivamente iguales, son
cquivalentes.

Teorema 109,

287) E! drea de un trapecio es igual al producto
de su altwra por la semi-suma de sus bases.
1.* DEsMosTRACION.—Sea ABCD, el trapecio dado,

{Figura 213.)

""'""‘"-"-;_-:i o

LELRE ]

y suponiendo que AD, BC, sean los lados paralelos,
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tracemos la diagonal AC y la perpendicular Cm
4 la base A D, la cual lo serd también 4 la B C. De
este modo, hemos descompuesto al trapecio en dos
tridngulos ACD, ABC, que tienen la misma altu-
ra. Cm, y designando por Si, Ss, sus dreas y por
S la del trapecio, tendremos

Br= (m > iiﬁ
2
3

51 =Cm =< LE,

¥ sumando

St 4+ 81 =8=(0m 3‘1'M-

2

2.8 DEMOSTRACLON, —Prolongando Ja base AD y
tomando en su prolongacion

DE =BG,

¥ uniendo B con E, formaremos dos tridngulos

{ Figurn 214.)

BCI, DIE, que son iguales por tener un lado ignal

por construceidn, y los dngulos u.dyuneme's 4 este

lado vespectivamente iguales por alternos-internos.

Entonces, si 4 la figura ABID, le agregamos el
17
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tridngulo BC L, tendremos el trapecio A BCD; pero
sien vez de este, le agregamos el tridngulo DIE,
tendremos el tridngulo A BE. Por consiguiente, el
wapeeio ABCD es equivalente al tridngulo ABE

¥ como este 1iltimo tiene por drea Cm < AEE
tendremos que el drea S del trapecio serd
S“Gmxi{‘—{} KA[]-;HL

pués
AE = AD 4+ BC, por eanstruceidn.

238) Corornarto.—El drea del trapecio ABCD
puede expresarse también, por el producto de la lon-
gitud de la reeta 10, que une los puntos medios de
los lados no paralelos, por la distancia Cm entre las
bases.

En efecto, trazando por I, 1a paralela 10O & las ba-
ses y larecta Bl prolongada, tendremos los tridn-
culos semejantes BOI, B A B que din

Bl [0 i

BE - AR 8
porser BI =1 E, luego

AE _ AD + BC,

Ralh 2 :

) =

¥ la superficie S del trapeeio,

AD+.BC
2

8 = ¥ Cm=10>xCm.

-y e
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PROBLEMA IL.

239) Hallar el drea de un poligono eualquicra.

12— Para valuar el 4rea
de un poligono enalgniera
ABCDE, se trazan sus
diagonales A C, A D, con
lo que el poligono queda
descompuesto en tridngulos
ABC, ACD, ADE, se cal-
culan las dreas 51, Se, Sa, de
estos tridngulos, y su suma S
serd el drea del poligono,
asi

(Figurn 2156.)

51 = Bm = J-I‘-L;EE.
By = On o< f}:)E,
AD

= oSt

Sa n 5

¥ sumando

S=81+81+8:=%1[Bm=<AC+(Cn+Ep)AD]

2,9 — Cuando el poligono se tiene trazado sobre el
papel se podrd transformar en un tridngulo equiva-
lente al poligono, midiendo lnego su superficie.

Asi, sea ABCDE un pentigono irregular. Trace-
mos la diagonal DB; por C, una paralela 4 DB
prolongada hasta encontrar en M & la prolongacién
del lado A B y uniendo D con M tendremos,

tridng. DBC = tridng DBM
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por tener la base DB comiin & igual altura, y luego

(Figura 216.)

pentdg. ABCDE = cuadril. AMDE,

Trazando la diagonal AD y haciendo una cons-
truccion andloga 4 lp anterior, tendremos

tl'i.‘ing. ADE = tridng. ADXN,

por tener comiin la base AD y la misma altura, y

luego
cuadril. AMDE = tridng. NMD

¥ también
pentdg. ABCDE = tridng. N MD.

Por consiguiente, calenlando la superficie del tridn-
gulo N M D, tendriamos la superficie del pentdgono
dado.

3.»— Cnando el poligono estd sobre el ierreno se
emplea de preferencia el método signiente:

Sea 4 valuar la superficie del poligono ABCDEHL;
tracemos la diagonal AH y porlos vértices que estédn
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fuera de esta reeta, las perpendiculares 4 sn direceidn
las enales descompondran @ la figura en un cierto

(Figura 217.)

admero de trapecios y trifingulos, enyas freas suma-
das, nos dardn el drea buscada.

Asi, Hamando S 4 la superficie del poligono pro-
puesto, ¥ 8i, 82, 8%y iuos las superficies de las
figuras en que resulta dividido, tendremos

g1 =4 A= Ba,
g2 = 4 (Ba + Ce) X ag,
s =3 (Ce+ De) Xxce
ss = 4 (De+ Ef) X ef,
ss =3 BEf X FH,
ge = 3 1d > dH;
st =3 (Vd + Tb)>¢ bd,
g =+ Jb < Ab,

sumando miembro miembro

S=s8+8 4 8 + s« + 58 e+ 85 =
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=}[Ba(Aa+ac)+ Celac+Hce) + Defce+ef) +
+Eflef+ rH) + ld(Hd+db) +3b(db +bA)| =
=4(Bax<Ae+ Cexage+ Dexef+Ef=eH +
+ 1d < Hb + Tb = d A),

que expresa la superficie total del poligono.

Problemas numéricos.

1.o— Caleular, eon un error menor que un centi-
metro cuadrado, el drea de un rectdngulo cuya base
es igual 4 10275 y la diagonal 4 15 m.25,

20— Calenlar una de las alturas de un tridngulo
y su drea, siendo sus lados respectivamente iguales
4 1m20, 1m85 vy 2m2p,

3.0 — Caleular una de las bases de un frapecio con
un error menor gue un centimetro conadrado, dédn-
dose su drea que es igual & 2034 ™ .60; su altura
igual 4 18m40 y la otra base ignal 4 54 m.48.

4.»— Caleular el drea de un tridngulo euyos lados
valen respectivamente 285 m 308 m=, 2351 =,

5.2 — Diindose la superficie de nn rectingulo, igual
423 m. 085 y estando su base y altura en la relacion
de 5 4 3, ealeular las dimensiones del rectdngulo
con un error menor que 0 =001,

6. —Hallar el drea de un rombo cuyo lado es igual
A sn menor diagonal, sabiendo que la longitud de
cada una de estas lineas, es igual 4 20 =56,

7.2 — Caleular con un error menor que un centime-
tro, el lado del euadrado equivalente al tridngulo
equildtero, cuya apotema tiene 2 =20 de longitud.

8.»— Caleular el drea de un trapecio, enyos lados

aralelos valen H™.17 y =121, v los otros dos
ados, ignalmente indicados sobre la base, valen, cada
uno, 2 =32,
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Problemas grificos.

1.° — El drea de un trapecio es ignal al producto
de uno de los lados no paralelos por su distncia al
punto medio del lado opuesto.

20— Por el vértice C de un tridngulo A B C] tra-
zar una recta M N, tal, que el trapecio que forime ¢on
el lado AD y las Fm*pnmliun!urt"ﬂ tiradas de los otros
vortices A, sobre M N sea equivalente & un cua-
drado dado.

3.2 5ilos dngulos A, A, de dos tridngulos A B C,
A'B'C', son iguales & suplementarios, las dreas de
estos tridngulos son proporcionales 4 los productos
AB>xAC, A'B =< A'(C, de los lados que los for-
man.

4.7 — Transformar un triangulo rectdngnlo en un
tridngulo isdsceles equivalente y que tenga con &l un
angulo comin. ¢Cuantas soluciones tendrd este pro-
blema?

5.2 — Transformar un poligono regular en otro de
doble numero de lados y que le sea equivalente,

6.0 — Dividir un ftridngulo en dos partes e&uivu-
lentes, por medio de una perpendicular 4 uno de los
lados.

7.2 — Dividir un tridngulo en dos partes equiva-
lentes por medio de una paralela’ 4 una recta dada.

8.0 — Trazar, por un vértice de un cuadrildtero
una recta que divida su superficie, en dos paries
equivalentes.

9.0 —8i en un cuadrilitero enalquiera se trazan
{:ur el punto medio de cada diagonal una paralela &
a otra, uniendo su punto de encuentro & los puntos
medios de los lados del eaadrilitero, resultard este
dividido en custro cuadriliteros equivalentes,

10. — Por un punio dado en el plano de on ango-
lu, trazar uns transversal, de tal manera que el drea
del tridngulo que forme con los lados del dngulo,
sea igual 4 un cuadiado dado.

11. — Por un punto dado sobre el plano de un dn-

!
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gulo, trazar ima transversal de tal manera, que el
producto de las distancizs del vértice del dnenlo 4
los dos puntos de interscecidn, sea ignal & un cua-
drado dado.

Retaciones entre los cuadrados const ruidos
sobre los lados de un trifingulo,

El producto de los mimeros que expresan las lon-
gitudes de dos lineas a.b. tiene por expresion geo-
métrica precisa, al drea del rectingulo construido
sobre estas dos lineas tomando & una de ellas por
base, y & la otra por altura.

El cuadrado del niimero que expresa Ja longitud
de una linea a tiene por expresion geométrica, el
drea del enadrado formado tomando 4 esia linea
por lado.

Segiin esto, podemos dar una significacion geomé-
trica 4 la férmula
art = bl .+__ c!.

suponiendo que a, /i ¥ ¢ expresen longitudes valua-
das con la. misma unidad

Teorema 109.

240) El cuadrado constrnido sobre la hipotenusa
de un tridngulo vecidangulo, es equivalente d la suma
de los cuadrados construidos sobre los catelos.

Sea ABC un fridngulo rectdngnlo cuyos lados
medidos con la misma unidad I'neal de medida, ddn

AB=a,BC =5}, CA =,
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luego
ik al' =) 4%,

Construyamos sobre los tres Jados del tridngulo,
los tres cuadrados ABNM, CBPQ, CASR y ua

(Flgura 218.)

R

f— i

Flasssmcnamma

zando la perpendieular C1K, sohre la hipotenusa
ADB, ylas rectas CM, SB, probaremos que

cuad. ACRS = recting. ALK M,
enad. CBP Q) = recting. IBN K.

En efecto, la superficie del rectingulo AIKM es
el doble de la del triingulo C A M, por tener la mis-
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ma base AM y la misma altura AT: la del eua-
drado ACRS, es el doble de la del tridngulo A B S,
por tener la misma base S A y la misma altura A C,
Pero los tridngulos CAM y ABS, sonignales en-
tre si, por tener AB = AM; SA = AC, y los
angulos comprendidos por estos lados, iguales & un
racto mids el dngulo A del tridngulo, luego

cnad, ACRS = rectdng, ATK M,
v andlogamente
enad. CBP (QQ = recting. IBNK,
Sumando, miembro 4 miembro, estos resultados,
tendremos

cnad. ACRS + enad. CBP () = recting. AIKM -
rectang. IBNK = cuad. ABNM.

L. Q. D. D.
EsgnrLro

Sea AB = 50™ EC = 30m CA = 40mn,

Facilmente veremos que Al =382w ¢ [} =18 m,
Entonees:

drea cuad. ACRS = 2 drea tridng SAB =

=2?¢:\.5><%§=;\5 = A C = 40 m < 40 m = 1600ms;

drea rect. AIKM = 2 drea {ridng. ACM =
=25 AM <Al = A Mo AT =50 m 32 m= 1600,
Del mismo modo tendrfamos:
drea cuad. CBP(Q = 30m = 500 = 900w,

drea rect. IBNK = 50™ =< 18w = 000e,
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¥ lnego,

drea cuad. ACRS + drea cnad. CBPQ = dren
rect. ALKM + drea rect. | BN K = 1600m¢ 4 000=¢ =
= 2500m® = H0™ = H0= = frea cuad. A BN M.

OBSERVACION.— Pueden darse otras demostracio-
nes del teorema precedente. Daremos, en particular,
la demostracidn siguiente:

Sea ABC el tridngulo rectdngulo dado,y BCD B

(Figura 210.)

el cuadrado construido sobre la hipotenusa. Por los
puntos D), E, tiremos las perpendiculares D N, E M, al
cateto A C;y las paralelas DI, B ), al mismo cateto,
Facil es ver que los tridngulos BE Q, EPD, DN C

v A BC son iguales entee si, y que los cuadrados
B QM A, P DN M tiencnrespectivamente por lados,
los catetos del tridngulo propuesto. Sentado esto, si
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al euadrado BCDE, Je quitamos los dos tridngnlos
BQE, EPD 5 los aplicamos sobre los BAC ¥
CND, formaremos los dos cuadeos B QMA y
PDNM, lo que demuestra la proposieidn,

Teorema 110

241) En todo tridngulo, el cuadrado construide
sobre un lado opuesto d un dngulo agudo, s equivalente
@ la suma de los cuadrados constriidos sobre los otros
dos lados, menos el doble dpl rectangulo formado por
wno de estos y la proyeceion sobre 6l del otro lado.

Sea ABC un tridngulo, cuyo lado B C es opuesto
al dngulo agudo A.

(Figura 220.)

E

=

D

Construyendo los cuadrados sobre los tres lados

e
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del tridngulo; trazando las perpendiculares de los
tres vértices sobre los lados opuestos, y las rectas
FCy AE, verlamos, como en el easo anterior,
que el rectingulo BENM es equivalente al rectin-
gulo BOPF; del mismo modo encontrariamos gue
¢l rectdangulo M N DC es equivalente al CHSR, y
que el rectangulo RSK A es equivalente al AGPO.
I'or consiguienie:

cnad. BOCDE = reet. BOPF 4 yecr. CILHSE

w bién
cuad, BCDE = cuad, ACHE
4+ eoad, BAGTE — 2 rect. OAGP

que puede escribirse asi:
BC*=AC'+ BA* —2 X< BA < 0A

siendo AG = AB v OA la proyeceidn del lado
AC sobre BA.

Teorcma 111,

242) Ioi todo triangulo, el cuadrade construido
gobre un lado opuesto d un dngulo olifuso, e8 equiva-
lente d la suma de los cuadrados construidos sobre
los ofros dos lados, mds el duplo del rectdngulo que
tiene por dimensiones wno de los lados del dngulo ol-
tuso, y la proyeccion del otro lado sobre él. -

Sea ABC ¢l tridngulo dado en el cnal BC es el
lado opuesto al édngulo obtuso B A C. Construya-
mos un cuadrado sobre cada mmo de los lados del
tridngulo, y de los vértices, tiremos las perpendicula-
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res AMN, COP, BRS. sobre los lados opuestos

(Figura 221.)

s
L
P )
e .a-
& . @
(e :
- I.f'
A H
e L]
F RAAZ N
Vi
v, T -
’ i
B 'm G
'
H
L]
i
I
L]
L]
(]
(]
i
L
'
& ¥
E H
" 1]

6 sus prolongaciones, formando los rectingulos

BMNE, MCDN, AKSR, OPGA, CHSR, BOPF.

Demostraremos fdcilmente, como en los teoremas
anteriores, la equivalencia de cada dos rectangulos
consecutivos y colocados sobre los dos lados de un
mismo angulo ¢ sobre sus prolongaciones, por conse-
cuencia

(') rectdng. BMNE = rectding. BOPF =
cnad. BAGF + rectdng. AOPG,

(*) rectdng. MCDN = rectding. CHSR =
cuad. ACHK + recting AKSR;

R —
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pero

(?) recting. AKSR = reetdnz. AOPG =
= AD = A@'= BA >=x 0OA

y sumando las relacionos (1), (*), teniendo en cuen-
ta la (*), resulta

recting. BMNE + recting. MCDN =
cuad. BAGF + cuad. ACHK + 2 recting. AOPG

¢ lo que es 1o mismo,
BO*=CA'+ BA*+ 2BA < 0A

siendo O A la proyeccidén de AC sobre B A.
OBSERVACION.—Si @ y b expresan longitudes va-
luadas en la misma nnidad, las relaciones

(@ 4+ b)* =a*+ bt + 2 abd,
(a—bit=a*+ b? — 2 ab,
(a 4+ 0)(a —0b) =a*— b2,

son susceptibles de una interpretacidn geométrica,
dando origen & los tres teoremas siguientes :

1°  El cuadrado construido sobre la suma de dos
lineas rectas dadas, es equivalente d la suma de los
cnadrados construidos sobre estas rectas, mds ol duplo
del rectangulo formado con ellas.

En efecto, sean

AB=g4, BC=0b AC=a+4+5},

Construyendo el ewadrado ACDE; tomando
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AF = AB y trazando por los puntos B, I, per
pendienlares 4 ACya AE, tendremos:

(Figurn 222,)

E M ]
F e “65'“ E |
A B

cuad. ACDE = cnad. ABGF + cuad. GIDH
+ 2 recting. BC1G

es deeir,

AC'=(AB+BC)*=AB'+ BC*+2AB <BC

& bién
(a + 0y =n*4 0"+ 2a.)

20 I enadrado construido sobre la diferencia de
dos lineas rectas dadas, es equivalenle d la suma de
los cuadrados de estas lineas, menos el duplo del ree-
tingulo formado con ellas

Sean las rectas

AB=ga, BC=19 AC=a—20

Construyamos el cuadrado ABDE; tomemos
AH = AC; tracemos CI perpendicular sobre A B,
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H L paralelad AB y prolongando EDy HL, cada
una de una longitud igual & BC, coustruyamos el
cuadrado HEF G,

Tendremos que la figura total es la suma de jog
cuadrados construidos sobre AB v BC, y s le
vestamos los rectangulos CBDI, GKIF, quedard

(Figura 223.)

F E | o]
T T g
: :

1 ] i
ey e
Gu.—-—--aH L= 7 .-.-——--a?_

i
i
A 4

€l cuadrado A CK H, construido sobre AC, Pero
los dos rectdngulos tienen sus dimensiones respecti-
vas iguales A AR y BC, luego,

cuad,. ACKH = cuad. ABDE -+ cuad, HEFQ

— 2 rect. CBDI,
a5 decir

AC'=(AB— BC)=AB: + BC:'—2ABxBC

¢ hién
(0 — L)'= a: + b — 2al.

3.0 El rectangulo construido solve la suma y la
diferencia de dos rectas dadas, es equivalente a la
diferencia de los cua vados comstruidos sobre estas

¥ clas
13
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Sean

I

b,
a — b

AB=a BC
AC=4a+ b AC

Il

Construyamos el rectangulo ACDE, habiendo
tomado AL = A (; este rectdngulo tendrd por base

(Figara 324.)

--------

A

la suma A C de las dos lineas y por altura su difes
rencia A E: eonstruyamos el cuadrado ABGI y
tracemos 'K perpendicular 4 AC.

El recténgulo AEDC se compone de dos partes
EABH, BHDC; el iltimo es igual al rectingulo
EF K1 portener bases y alturas ignales. Luego,

recting. ACDE=AB I-I.[ KIF=coad. ABGI" —
— cuad. THG K
es decir,
ACXCD=(AB+BQ(AB—BC=AB*—BC(C*
6 bién
(a+0b)(a—10) =a*—b* P
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Problemas,

Lo—Demostrar que el euadrado construido sobre la
diagonal de un cuadrado es el doble del cuadrado
prapuesto,

2.0—Construir sobre una recta dada, un rectdngulo
equivalente 4 un rectangulo dado.,

8.°—Construir un cuadrado equivalente 4 un para-
lelogramo 6 & un tridngulo dado.

4.°—Construir un cuadrado equivalente 4 la suma
6 & la diferencia de dos enadrados dados.

5.o—Constriir un enadrado equivalente 4 la suma
de varios cuadrados.

De lIas figuras semejantes,

Teorema 112,

243) Las dreas de dos tridngulos semejantes
ABC, A'B'CQ, son proporcionales d los cuadraios
de sus lados homdlogos.

Siendo semajentes los tridngulos ABC y A'B (',

(Figurn 225.)
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sus bases A B, A'B’, son proporcionales & dos lados
homdlogos, por consiguiente

De los vértices C, () tiremos las perpendiculares
CD, C'D', 4 las bases. Los tridangulos AD C, A'D'C,
dan

oD . AC

I — B —
B b =i
y mulliplicando miembro & miembro resulta

¢y ABxCD _ AC
J'll l‘!“ _}'" f,‘.' 1]" = AT'[]"

Pero las #dreas de los (ridngulos ABC, A'B'C',
representandolas por S y S', son:

B =% AB > Ch
S=1A'B=<CD"
su razdn es

5§ _ AB>CD
5 AB-x 0D

¥ comparando con la (*) resulta

=
~

8.
=

b
{ o]
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Teorema 113.

244) Las dreas de dos poligonos semciantes
ABCDE, A’B'C'D'E', son praporcionales d los cra-
drados de sus lados homalogos.

Trazando las diagonales homdlogas por los vérti-
ces A, A tendremos descompuestos los dos peli-

(Fienra 228.)

gomos én el mismo nimero de tridngulog semejantes;
v llamando s1, su, 83; 8"t §'s, &s las dreas de estos

tridngulos tendremos (teor. ant.)
. st ACY . ABE BC* .
55 i

5

Ao ATRY e
de la semejanza de los tridngulos ABG A'B'C,
resulta también

oy e, Dl CARY SIGD

(*) g1 AF (Vs 5 ATRs {jq_]-:'
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¥ comparando las (') y (*), resulta

S:m.ﬁ:

& gt

Del mismo modo demostrariamos gue
¥ por consiguiente
(%) 8y 8 &a

siendo & el valor de la razdn constantc,
De la (*) sacamos ;

§1 = kg,
§: = h§'s,
Sa. = Jug"s:

&1+ 5+ 53 Tdy RN o
i &1 AT 2

Pero 51 + s¢ + s3, expresa ¢l drea 8§ del puoll-
gono ABCDE; 51 4 5+ + s's, expresa el drea §'
del poligono A'B C'D'E', luego

qudando asi, demostrado el teoremn.

o
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I'ROBLEMA T,

2456) Siendo dudos dos poligones semefantes, cons
truir un leveero que les sea semejanfe y cuya dria sea
equivalente d la suma de las dreas de los dos primeros.

Sean 8 y 8’ las dreas de los dos poligonos dudos,
y a, a’, dos lados homélogos de estos poligonos; sea
X el drea del poligono buscado y 2 el lado de este,
homdlogo & los a, &',

Como las dreps de los policonos semejantes son
proporcionales 4 los cuadrados de los lados homdélo-
oo, tendremos

Je donde
X _ S+8.,

s L
worg como debeser X = § -F 8, serd
i
2=a4a% 0= Va + a'?

y tomando este valor como lado homdélogo de los
a, @, construiremos sobre este un poligono seme-
jante 4 los dados, que satisfurd 4 las condiciones del
problema.

FROBLEMA 1L

246G) Construir wn poligono semejonte a un poli-
rono dado Yy gue sea d este, como una linca wy es @ una

ma .



s
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. I

Sea 8 el drea del poligono dado; a, wno de sns
lados; X el drea del poligono buscado y z el lado da
este poligono homdlogo de a, tendremos

X
- 4 5 i "t ;
pero, por hipdtesis
T el -
5 @ I
luego i
&7 i
—_| — — ]
i Ti
de donde
/ m

e=ay =,

¥ no habrd mds.que construir, con este valor de r,
un poligono semejante al dado, para tener resuelto
el problema,

PROBLEMA TIL.

247) Construir un poligono senejante d wn pali-
gono dado y equivalente d otro poligano d.do.

Sean S y 5', las dreas de los dos poligonos dados;
X el drea del poligono pedido que debe ser semejan-
te al 5, y equivalente al §'. Sea a uno de los lados
del poligono S y « el lado del poligone X, homologo
de a.

Segin el enuneciando, tendremos

5 e T e
de donde
R
5 a4



T
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Si construimos pues, los lados de los enadrados
equivalentes & los poligonos 5 y 8, y llamamos m y
# & estos lados, tendremos

= - il =

me ar’ . m (1]
nt T3 n T

¥ no habra mds que huscar una cuaria proporeional

& las rectas wr, 0y @ ¥ constrair sobre esla, como

-

lado homdlogo de @, un poligono semejante al poli-
gono S para tenev resuelto el problema.

Ejervieios.

1.°—Dividir un tridngulo en un ndimero cualquiera
de partes equivalentes, por medio de paralelias & ano
de sus lados.
2 o—Consteawr un tridngulo equilitero equivalente
d la suma 0 4 ladiferencia de dos poligonos dados.
30— Consteuir sobre una base dada, un rrdangulo
equivalente & un polizono dado, y tal que la recta
que ane su veértice al punto medio de la bhase sea
media proporcional & los olros dos lados.
4.20—Dadas dos rectas paralelas y dos puntos, tra-
zar por estos puntos dos reetas que se corten sobre
una de las paralelas formando con la otra, un tridn.
gutr:- eq[ valente 4 un coadrado dado,
yividir nn trapecio, en un niimero cualquiera
de pm tes equivalentes, por medio de paralelas 4 sus
buses.
6.—En un tridngulo, bazar una paralela 4 uno de
sus lados de manera que el Area del trapecio, que
asi se forma, sea media proporeional entre las fAreas
de los dos tridnguios.
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Teorema 114

248) FEl drea de un poligono regulay CONVETD, €8
wqual al producto de su perimetro por la mitad de su
apotema.,

Sea, como ejemplo, el exdgono regular ABCDER;

wacemos sus diagonales
(Figora 227.) que lo dividirin en seis
wiangnlos ignales AOB,
BOC, COD,... y de
sncenire 0, tiremos la
perpendienlar OR sobre
ol lado AB, iacunl serd
d la vez la aliira del
ridngulo AODB y la
apotema del exiigono.

Sean 5 y P, la super-
ficie y perimetro del po-
ligono, y sea s, la superficie del tridngnlo A OB,
tendremos

OR

§ = AB X 5
5=ﬁs=ﬁ..ﬁﬂx%ﬂ
pero 6.AB = P.
< S—~P>¢@
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255

249) OpsgrvAcION.— S5i se quiere valuar el drea
de un poligono regular en
funcidn del riadio del ciren- (Fignra 228.)
lo ecircunserito, es preferi-
ble el métedo siguiente:
Sea AB el lado de un
poligono regular de 2x la-
dos y R el radio del circulo
cireunserito, La superficie
de uno de estos tridngulos
AOB serd

B() > é‘}t- = R Ei

- -

pero Al no es otra cosa, que la mitad del lado del
poligono regular inscrito de n lados. Si este lado
fuera conocido en funcidn del riadio, el drea del
tridngulo seria también conocida y multiplicandola
por 2 n, tendriamos la del poligono. Por ejemplo,
supongamos que A B sea el lado del dodeciagono re-
gular, Bl serd entonces la mitad del lado del exd-
gono, y se tendri

s=12.03x£;= 12.R§= 3R,

Inego; la superficie del dodecdgono, es equivalente
al triplo del enadrado del radio del circulo eircuns-
eritn.

260) CoroLAR1O.— La razén de las dreas de dos
poligomos regulares del mismo nitmero de lados, es la
misma que la de los cuadrados de sus radios y de sus
gpolemas, efe.

«+ Siendo los poligonos regulares y del mismo nime-
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o de lados, son semejantes y sus superficies son
proporeionales a los cvadrados de sus lados homo-
logos 6 de su perimetros; pero los perimetros son
proporcionales a los radios y apotemas de los dos
poligonos regulaves; luego las superlicies de estos
polizonos servdn proporcionales & los enadrados de
sus radios 6 de sus apolemas.

201) OBservACiON. — EI «rea de un poligono
cwalqiiera civeunsorito d un cirenlo, esigual al produc-
to de su perimetro por la mitad del radio del civeulo
inscrito.

Teorema 115,

262) El drea de un cireulo, es igual al producto de
la longitud de su cireunferencia por la wmitad de su
radio.

En efecto, inscribamos en un civenlo un poligono
regular convexo, por ejemplo, nn exdgono; inscriba-
mos luego, los poligonos regulares convexos, de 12,
24 y 48 ete... lados. El drea de cada uno de estos
poligonos, segin el teorema anterior, es igual al pro-
ducto de su perimetro por la mitad de sn apotema.
Pero, como esta regla es independiente del ntmero
y de la longitud de los lados del poligono serd apli-
cable al circulo que es el limite de las superficies de
estos poligonos; por consiguiente, el drea del eirculo
esigual al producto de su cireunferencia por la mitad
de su apotema, que no es otra cosa que la mitad de
su radio.

Coronarto.—Siendo R el radio del cirenlo dado
tendremos

ci.culo B = civeunl, R = I:
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y remplazando en esta, eirennf. R por su valor 2 = R,
resulta
R

circulo R = 2= R = i R

De esta formula resulta:

1.o—Para caleular el drea de un cireulo cuyo radio
es dado, basta multiplicar ¢l cuadvado de este radio
por la rvazon constante

- el 1) [ 5 (g B D

de la civcunferencia al didmetro.

20— Para obtener el radio de un cireulo cuya drea
es dada, bastard dividir esta drea por =, y extraer la
raiz cuadrada del cociente.

Teorema 116.

263) El drea de un sector, es ignal al producto
de la longitud de su arco por la mitad del radio.
Para valuar el drea del sector A O B, inscribamos

(Figurs 220.)

O

en el arco A B, una serie de cuerdas ignales, A C.
CD, DB, y tracemos los radio O C, O D.



286 GEOMETRIA FLEMENTAL

La figura O A C D B, que se llama seclor poligonal,
resulta dividida en triangulos isosceles iguales, cuyas
Areas sumadas, davdn el drea del sector poligonal, Asi

drea tridng: AQOC = AC = D?P.

5 f:nn:unw':;_*',
5y on IJ{'}H:[:[ax[};.

dreasect, polig. OACDE = (AC+CD + DCj=

= {'—Igij = gquebrada ACDDB = GTP

Ahora, si aumentamos indefinidamente al niumero
de lados de la linea quebrada A CD B, esta tendera
hicia el arco AB: al mismo tiempo, al drea del
sector poligonal O A CDB, tiende hicia el drea
del sector circular y la apotema OP. al radio O A,
Resulta pués. que el drea del sector circular tiene
por medida la longitud del arco A B, multipticada
por la mitad de su radio.

Representando con n, el nimero de grados y sub-
divisiones del arco del sector y con R su radio, se
liene

=
e . = =
area sec 180 = 5
4 bidn
area sect, = nE R
£ 4 " 3{“} -

Esgympro.—Calewlar, con un error menor (ue un
kilometro emadrado, el drea de up sector de 23° 27
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en el circulo enya circunferencia tiene 40,000 ki-
lometros de longitud.

Parp resolver esta cuestion, sustituiremos en la
formula
n.w R2

drea sect, = ——
G600

n o= 230 97 = 93.45,

e 40,(!0[}!
2=
y tendremos
dren secl, — (40000)7 > 23.45
rea sect. 1= < 560 :

que nos dard, una vez efectuadas las operaciones
indicadas, 82038741 kilém. cuad.

254) CoroLARIO.— El drea de un segmento de
cireulo es igual @ la diferencia entre el drea del sector
cireular y ¢l drea del tridngulo que tiene por base, la
cuerda del arco del sector.

Asi el drea del segmento A M B, es la diferencis

i Figura 230.)

entre el drea del sector O AMB y el drea del tridn-
guloO A B. No habrd mds que caleular esias dreas
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y formar la diferencia, para tener el drea del seg-
mento A M B.

2556) Opservaciox—El dreadel tridngulo AO B
puede valuarse tomando por base & la enerda A B,
pero también podria calealarse tomando por base i
uno de los lados O A, O B. En este dltimo caso, la
altura B D del tridngulo, no es otra cosa que la mitad
de la cuerda del arco doble de A B.

Se observard pués, que el drea del tridngulo y por
~ consigniente la del segmento, no podran caleularse
geométricamente sino en el caso en que las cuerdas
A B 6 BE, sean uno de los lados de los poligonos
regulares que hemos aprendido & inscribir en un eir-
culoy cuyos lados han sido calenlados en funcidn
del radio del cireulo.  Asi,se podra caleular el drea
de un segmento cuyo areo valga 300, 600, 120° ... En
los demdis casos serd necesario recurriv & la Trigono
metria para resolver la cnestion.

Eigmrro.— Calcular, con un error menor que wn
centimetro cuadrado. ol drea de un
segmento de 900, en un cireulo cuyo

B yadio tiene 0™.12 de longifud.
Tendremos:

(Figorn 231.)
e

00 >< = {0.12)*

Arvep sect, AMBO = .
B60

A DM n 0.12
= 2 sl S &
= 7 (012)* => ( .

drea triang. A BO = 0.12 > 0.06

T
) = = (0.06)%;

drea sez. AMB = [= % 006 — 0.12] X 0.06 =
= [z — 2] (0.06)* = 0.0041,
y el drvea del segmento es igual 4 41 centim. cuad,
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Teorema 117.

266 )—Las dreas de dos circulos, son proporciona-
les d los cuadrados de los radios.

En efecto, sean S,8', las dreas de dos circulos de
radios R, R', tenemos,

5 = '.‘:H!'I

5 = =Ry,
¥ luego,

8 R1

I 11T

267) Coronario L—Las dreas de dos sectores
semejantes [ lerminadas por arcos semejantes) son
propoveionales d los cnadrados de sus radios.

Sean S, 5" las dreas e esios sectores; R, R, sus
radios, y # al nimero de grados de sus arcos, ten-
dremos:

8 = n.=R2

860 !

A T L

B __am'_t
- 5 el :R_,
5 Rie

258) CoroLaRrio Il.— Las dreas de dos segmentos
semejantes, son proporcionales d los cuadrados de sus
radios.

En efecto, el sector y el tridngulo cuya diferencia
es igual 4 uno de los segmentos, son respectivamente
semejantes al sector y el tridngulo que forma al otro
segmento.

1]
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Problemas numéricos.

1.—Sabiendo que los lados de tres pentdgonos re-
gulares valen respectivamente 5%, 7m. 13w calcolar
el lado de un cuarto pentdgono regular cuya super-
ficie sea igual 4 la suma de las superficies de los tres
primeros.

20~ (aleular en hectireas, la superficie de un exa-
gono regular cuyo lado vale 235™.

8.0—Siendo la superficie de un exdgono regular
34 Areas 19; calcular sulado con un error menor que
un milimetro.

45— Qaleular la superficie de un tridngulo equild-
tero, sabiendo que el radio del circulo inserito vale
142025,

5.~ Valuar el lado y la superficie de un octégono
regular inseritc enun cireulo deradio iguala10 .

6.0— Teniendo un exdgono regular cuyo perimetro
vale 10 metros; calcular el drea del eireulo inscrito
con un error menor que un centimetro cuadrado.

7.2—Calenlar las dreas de los cireulos inserilo y
eireunserito 4 un tridngulo equilitero euyo lado vale
6 metros.

go—(aleular el drea de un circulo, sabiendo que las
cuerdas trazadas de un punto de la circunferencia 4
los extremos de un didmetro valen4=.19y 3 .25.

g,0—Caleular, con un error menor gue un centime-
tro enadrado, el drea de un sector de 50° 50 427 que
forma parte de un cireulo de 17,92 de diametro,

10— Encontrar, con un errormenor que unsegundo,
la graduacion delarco de un sector cuya superficie
vale un decimetro cuadrado y que perteneee & un cir-
culo de 0.5 de radio.

11.—Caleular, eon un error menor que 0=.001, el
radio de un civeulo en el enal el arco de un sector
gue tiene 0= .64 de superficie, tiene 07,45 de longitud.

2 —Calenlar, con un error menor que un decime-
tro cnadrado, el drea de un segmento de eirculo cuyo
arco es de 300° y euyo radio vale 1 metro.
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13.—Caleular en hectireas, el drea de un segmento
comprendido entre un arco de 90° y su cuerda, en
un circulo de 728 metros de radio.

L4, —Valuar la razdn de las superficies de dos seg-
mentos en los cuales resulta dividido un eivenlo por
una cuerdn igual & suradio,

15, —Tomando, sobre un eireulo, un area de 30, ¥
formando el sector y ¢l sepmento corréspondientes;
caleular el radio del eiveulo sabiendo queel drea del
tridngulo excede 4 la del segmento en 2 melros cua-
drados.

16. —Encontrar la razdn de las superficies, de un
tridngulo equilitero, de un cuadrado y de un eirenlo,
sabiendo que el perimetro de cada una de estas fignras
equivale 4 4 metros,

17.-~Teniendo una corona cirenlar comprendida
entre dos eircanferencias concéntricas; siendo 4 me-
tros enadrados, el drea de esta corona y 391416 la
suma de los radios de los dos efreulos; calenlar la lon-
gitud de eada uno de los radios,

18. Calcular, con un error menor que 07.001, el
radio de un eirculo, sabiendo que si se anmentara
este de 09,01, el drea del circulo aumentaria de un
metro cuadrado,

19, -Siendo un tridngulo equildtero inserito en un
circulo y la suma de las dreas delas dos figiras ignal
a4 3 metros enadrados; calenlar el drea de cada uno
de ellos.

20.—Caleular el radio de un eirculo, sabiendo que
la diferencia delas dreas del exdgono regular y del
cuadrado inseritos, es igual & un metro enadrado.

21,—Caleular, con un error menor que 0,001, el
radio deun circulo, sabiendo que la superficie de este
circulo, excede 4 la del exdgono regular inscrito en
G2me 25,

22.—Calenlar con un error menor que 0=.001, el
radio de un circulo, sabiendo que la diferencia de las
dreas del octogono y exdgono regular inscritos, es
ignal 4 un metro cuadrado,
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Problemas grificos.

1.6 — Se dd un exdgono regular cuyos vértices se
unen dos & dos entee si: demostrar que el exagono
interior al primero, asi formado, es un exagono re-
gular y tiene una superficie igual altercio de la del
primero.

20— Demostrar gue si se circunseriben  poligo-
nos 4 una misma circunferencia, las superficies de
estos polizonos estan entre si como sus perimetros,

8.0 — Dividir un eirculo en dos purtes equivalen-
tes por medio de un cireulo coneéntrico,

4.2 — Siendo R el vadio de un cirenlo dado, si se le
cirennseribe al eiveulo un tridngulo equilitero A B'C,
v se le traza una tancente DE, paralela al lado
BC: se pide hallar el dvea del rapecio BCDE.

5.2 — Valnar la razin del drea l.il!l tridngulo equi-
litero 4 la del eivculo eircunserito.

6.0 — Constrair un exdgono regular equivalente &
un cuadeado dado.

7.6 — Caleular la poreion del drea de un circulo
comprendido entre dos cuerdas paralelas, una i ual
al lado del exagzono regular, y la otea ignal al lado
del tridngulo equilitero inseritos en el cireulo.

8.0 — Dandase un sector eircular A O B, deseribir
del punto O, como centro un arco A’ B, de tal ma-
nera que el area del sector A'O B, sea la quinta pir-
te del drea del sector A O L.

9.2 — Siendo dado un exidgono regular ABCDEF,
v uniendo los véviices, de dos en dos, por lus dia-
gonales AB, BD, CE. DI, EA, FB, se propone:
1o demostrar que el poligono abedef, formado por
las intersecciones de las diagonales consecutivas.
es regilar; 2.0 encontrar la razon de la superficie
de este poligono 4 la del exdgono dado.

10. — Si con los catetos de un widngulo reclin-
gulo, tomados como didmetros, se describen dos
semi-cireunferencias que sean exteriores al tridngulo.
cada una de estas curvas, forma conla civcunferen
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cia que pasa por los tres vértices del tridngulo, una
figura que se llama finula de Hipoerates: demostrar
que la suma de las superlicies de las dos Iinulas, es
equivalente d la superlicie del tridngulo rectiangulo.

11. — Deseribir un circulo que togue interiormente
4 un eireulo dado y divida a su superficie en dos
partes proporcionales & lineas dadas.

12, — La superficie comprendida entre dos circnn-
ferencias concéntricas, es equivalente al circulo que
tiene por didimetro una cuerda de la circunferencia
exterior, ltangente a la circunferencia mterior,
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PUBLICACIONES DE LA CASA

el ‘Nene.—Meélodo ecléclico de leclura' y escrilurd de palgbras
ganeradoras, por el F*luﬁ':\lljl‘ normal B Anidesds Feereira,
Inspector Genaral de Instruceion Primavia: lexto apro
b o por ol Lon ';Il Macional de Eduecaciing I

= El ' Mepe.—Libto segundo, por los profesores normales 1. An-
dris. Ferreira v, Josié M. Aubin.

El Nene.—Libiro lorcere, porlos profesores normales D, Andeds
Farraira ¥ Jose M. Aulin: :

Lecturas sobra Historia Nao onal.—Popr D Jost M. Aubin. Para
Jos “aluninos de secunds L onda die s Escuclns Comunes,

Lin tomo. eon il estracionoy

Legturas QGeogriificas & Histdricas.—1or (b Jos=¢- M. Anlidn
Parit los alumnos de log Fscuelas-Comunes. Lo Wwome
ilustracjones, &

Ciemoins Fisico-Maturales (Curso gradunl dey—=Por D, Coflgs®
M. Bisdma. Do acuerdocon el programa dedas Escuplns
Lomubes. o lomo. para lereei orado; un omo: pata
cunrto ¥ Wno parn aquinto gesdo.

Ristoria Maclonal (Corso del—Escrilo a0 smrrgsle al iSnevo
programa: g« los Escuelas Comunes e la piisl, - por
G dosd M, Aubin, Un tomo pora tercer _L:'I'ihlf‘ll.- T

COEPlo ¥ uno par quints ¥ sexio geado,

Historia Genera!.—Por D. José M. Aubin. De peuefdo con el 4
nuevo programa de las Esenelas Comunes de o Capital,
En tno pace tepces grados uno pard cuarto ¥ ano jparm
qunle v sexlo grido.

I"—I Pﬂ’“ﬂrlfﬂ Arqﬁﬂﬂl: ==alagmens de  saotnr i lrs ?.;'\.[. e
a8 normales T cA MRS Barma oD dueod D s Sulires-
i lomo. .
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