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•
GEOMETRIA ELEMENTAL

Uflm'u I'pseiia hislb.'icn

El ori!¡en ck la neometría Re pierde con el tiempo
en la illltig'lIl'dad. La... nociones de perpendicularidad
y pn"nlelisll1o; las pl"Opiedades más elementales del
('írenlo, relati\ as el SllS diánu.....h·os. Sil" <"lIcl'das y sus
tang'l'nles, a~í ('OIHO las primeras nodones de la t:'sf(-l·
l't\.. l'ran familiares á los e~ipei()s. Lo~ histol'iadores
grit'gos nos ensenan qlle el Egipto filé la cuna de la.
Geometría, naciendo de I¡t necesidad de medir las
superficies agral'ias {¡ de cneont,·a,· los límites de las
propiedades, después de 1<15 inundaciones del Nilo.
Sin emhargo, pU('de aeeptllrse que la hístoria de la
Geometría p¡'i,1('ipm con Thales de 1Ilileto, nacido en
Feni("lt el alio 639 antes de J. e., que fundó en lIIileto
la e cuela ./únlea.v á qlllen se atrihuye la observa·
('iÚn que forma la hase de In s('mejnula de los trián·
gulos (\qllián~lIl{h-;. ele que sus lados un respectiva­
mente proporcionales.

Pi tc.ígol'as, IliH:ido h{\('ia el (\1in 580 antes de J. O.,
fué dist"Ípulo de 'I'hak's: fundÚ la escuela que lleva
su nombre y á él se debe el conuc"lo y célebre leo-
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rema d!'l cuadrado de la hipotennsa de un triángulo
redelngol().

Uno ,h> los sucesorc de Pil¡íl'0ras fué Archita .
PlatÓn (430 á 347) siguiendo en llalia sus primerns
]P('('iolll's, fnndó la escncla plaUmira. Los resnllados
(1<' las in\"l':-itigncioncs de lns g{'(,metras de esta esclle'·
la r'H.'ron n.'HlliLlos y ordenados por .Arisle<l, na('it1o
luÍl'la el al1(J ;lslJ antes de.J. C. En esta época deb!'·
mo, cil¡l!' lo, tratados de Geoll/ctria e/ell/ental de los
g('('unetra- griegos: IlippÚcr¡l!('S de Chio, Eudosio y
Th,rtele, que pronto la (1eometría de Euclides dehía
hacer nI \ idar.

Vienen luego los trahajos de los má célel)J'es
gcÓnll'tl'1\s de la anti!!üeuad; Eo(,]irles, Arquímedes
y .\I'0lloniu de Per!!!'.

Euclides. réldlI'c ~eÚJ1letl'(\' ~I'il'f!0' nacido hél('ia
el ¡lijo 3l;) anle de .J, C.. dió !!;1'1l!1 impulso á la
Geometl'Ía, It'g¡índonos, además de muchos otros
trahajos l'il'ulíficos, sus E/CII/ClltOB qlle se ('0115<'1"
vau hasla nuestros días como 11n modelo, ta11tO
por la fnrma de la dl'mostl'1lciones, como por el
encac!t'namiento de Jos leMemas. I<'ué él <¡lIien
inll'l)dujo, en los E/e11lelltoB, el método e011oeiuo
con el nombre de reducción al ab urdo.

.\r'luímetles (2 7 á 212) !'Jarece ser el primer
p;eómetra d la antigüedad que entrevió la doble
significación, concreta J' métrica, de las fórmulas
que 11'11dul'en los euunciados de los teoremas de
Geometría relatilos á la comparación de la áreas,
Nos legó lambién la n'lnción aproximada y de la
ra7.ón dc la circunferencia al diámelro.

Cuando los l'onH:\nt)~ diri.~¡el'on sus armas contra
SiraclI 'a, Arquímclles se Jlll'O á la cabeza úe la
defensa, y sorprenúe ,'cr 1'01110 la ciencia de un
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5010 hombre t",'o el1 ja'llll" dllrante tres a110s, á
In al"l111\(la de :\Ial"celllls, Cllando lo~ral' 'n entl"ar por
snrpl'l'Sa en la l'indad. estaha ....\.rqnímcde:-; tan ahs·
tmido I'n In l"e",lución ,le nn probl Il1Il de G('ometI'Ía
ql1P no sahía lo que I}f\saha. Un sohJado romano se
illtl'CHlueu un Sil casll.r le intima que lo siga, '\I"quí·
medl's k suplica que lo deje terminnr su operación,
lo cnal im¡mcienra al soldado que lo b'aspasa con
su e~qada.

:\1<II'('l'lIus, l¡lIúentand" la muerte de este gran sá·
bin, le manda. eon~tl"ltir lIna tumha. sobre la. ellal,
satisracit'ndo PI desl'o de ,\r'lllílllClles, se coluca una
eswl':\ ins("J'ila l'll HIl c.:ilindl'o.

AI)('nas dl's11p11I"('('1' .\l"quínlPdcs hajo las rninas de
Siraeusn. cm lid" 1"'il1n en Alcjandría Apollonins,
qlle l1al'iÚ htlrin. el aIin 2-+5 antes de J. C., y adquiere
tanta gloria aunque ('n olro sentido. Arquímedc::i
tr~ltÓ In 1'(1IlH1 de la Geometría. en que se cumparan
la~ magnitll(il's de la 1I1ismn naturaleza. mientl'as qne
ApojJonins bizfl progresar, <..le un¿l manera análoga,
la I'ama qlle trata t""p('('iHlmenle de las propiedaol's
de las figllntso t;llS ocho lilwos ~obre la ~ eónilous, con·
sidcradns en el tOIlCl ohlh'llOo donde se encierran
SllS ¡)Ioopiedadt's m1Í.:-; inll'l'e~i:\nle , hicieron que :se
le llalllam d ,f/Ni1ll '11'1I }Jr,¡' eIll'!l'Ilcia,

Citan'mo, tamhién á Enllósthencs nacido 27(j al10
untes de ,1. e, '1"1' !,reeedió iÍ Apollonius de ynrios
alios, Este Úbio rIló dire('lor de la 11II,Iiolecll de Ale·
jnndl'Ín eonse,'\'Úndosu dc él "nn histo"ia de la dupli·
caciÓn dI'! cubo,

lI,\psielc '170 alio ¡mtes de J. e,) nos dejó un
u'atad" solJl'c los cinco polil'dJ'os regulares. qne en 1"
mayor pnrle dt' lo. nHlnll~critos se encuentra agrega.­
do ¡\ los Elemeltlos de Euclides.
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I\icomede. (160 mios ¡lIllcs dl' J. C.) ,,',10 1Ifl< l'S
cono{'ido por la in,"erH'ión de la cur\'a llamada ((IJi­

clwide quc l'llll'leaba l'n la re,,,lul'iÚn del prohlellla
de la trisección cid rillglllo.

l\ partir de la ('poea (;'11 qlte fiZIII't', ... ~icomccles, hus{a
la era l'l'i:-;tHlna. brillan. pnnit'1I1al'lIlrrlte ('11 .\:-.tl'oIlO­

mía: Hipareo, GernlilltlS, Pcr~clls, Th('oc!n... in J )Ie­
nl'laiis.

¡¡¡parco dc"cubrí' la Tri!!;onometl'Ía. aunque no
e:-;tudiara ~illo 10'- triángulo,;, rectángnltls.

Gcrminns (100 mios al1les de J. C.) á qnieu se
atribuyen dos ohras: una refe"ente á la hélice y la
ot"a quc rlebió ser nna Historia de la Gl'ometl'Ía.

Pl'I',CUS (l-!O alios antes de J. C.) antor de un Ira··
trado de las secciones del toro, obra que se snpoue
perdida.

'¡'hcodosio (130 afios antes de J. C.) <1 quien se
deben In',; tratados elementales: uno rclali,'o ¡í la
esferll.. otl'() fÍ los climas .r el tercel'o á la igualdad de
los día .r las nothes.

A ~leul'1aiis ("O mios antes de .1. C.) se dehe el
tPOl'CIlUl Ct'lc1tI'c de los sci~ s('gmento~ qllf' tilla tl'élllS­

\'t'rsal cualqniera detel'()li'Ht subre los lados de un
triángulo, teorema qne durante mucho ticlllpo se atrio
buyó á Ptolomco uacido el alio 100 de nuestra era.

Una serie dt' teoremas "iene poste"¡onnente, lIa­
mndos él sel' de una grCln importancia en la ('¡enria:f
que con prohahilidad se d,'kn ¡i Pappus, nacido en
Alejandría el alio 300 d,' la cm cristiana; Serenus,
('ontcmporánl'lI de ['apl'u'. I'''so de manifie to la
Identidad de las secciones del cono y ciliadro; y Pru
e1U5 (.H Z ¡\ ~H:,) la genernl'Íóu de la elipse por el
Illll\'imiento de un punto de una rectl1. de longitud
constante qnc re bala sobre dos rectas fijlUl.
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Los gL'i\lltles 1l11l11Ure <.1\, Keplpr, de Ualilcu .Y <le
Cahalieri, aparccen en la llistcll'la.

Keplpr (1071 á 1631 l, uno de lo. creadores d<.' h
Aslronomía ltHH.lel'na. lJam(J la atención en l'sta (,lell'
e¡a, siendo cnrioso UilSl'rHu' qne su método para "a
l'eprl'scnla(,'ifJn gritliea de las cil'('11l1~lan('ia~ de 111:(.1.

~('lipsl'. se aren'a singularlllente' <Í.. los procedimiento
de la G 'ometría d,.scriptim de )[0119('.

Ualik,o (1;;/;-1 á 16-12 ,ólo es conocido en liconlL'­
tría por <:'1 dcscubl'imil'nto de la ClIn"a llamal1a sic.:/oj·
de. de la t'na} no eneonLrÚ, sin embargo} ning-lllH.l
de sus importantes [H'opicuad<.·s. Este sÚhio. 'lile JlI'O·

dujo una rc\'ulución en J~ ciencia asll'onc'>micH }{'q\n­
lando grandes re~i -leucias cnt¡'c sus l'Otltl'J1lI~ln'(íncos,

llamado tÍ compan'<"cl' en 16:13 ante pi Tribunal del
tianto Oficio, rué compclido tÍ abjurar de SIlS doctri­
na"", pronunciando sus juel'es la ::-iglllcnte sentenl'ia
digna de n'conlarsl':

Sostener que el tiol está innH'n'il en el centro del
e mundo es una opinión absunht, ja/sa en filosolia
e y fOl'lll'duu.'lItp herética; sOstener que la tierra no
« ('stÚ en el ('cntro del mundo, qUl' no ('stá iIU1H'n'il J
e qnc cstÚ animada de un movimiento de rotación,
« es lambié'l\ "na l'ropo iciÓ" absurda, jalsa cn filrr
« snfi(t .Y no 1I1<,'nu5 ITrÓlICa Pilla fé .

En cuanto á la f,ase tradicional E pUl' si maoue!
ha sido neccsario reconocer, qne si bien pudo pen­
sarla, no la prolluneió tlelantp de sus jueccs que no
lo ('omprendían y que el'an sos lie<'1nra.dos enemigos.

l'abalieri ];;!IS á U¡-1í), pullli('(¡ cn 163" su Gco­
m·tría (le los illdivi iblcs r sus Ejercicios geométricos
<¡11t' aJliu'~cil'l'on en 1U.+7 .' cnnlicnenla:::; del1lo!='lJ'i:\cio~

neo del famoso tt'orcma de (}uldill y tle lo, teoremas
que l\.<.'pler no habia podi<lu obtener.
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Los notahles trahajos ql1f' tlellían inmortalizar á
nl'.... l·iu·les. Fl'l'mal. HoiJcr! mi! 1)('Sn I'gl1l~S. Pasl'ul,
Jlllygl'n~. 'Yallb y Barro\\'. \'ienPIl e11 sP!tllida.

Hel1ó Dl'Sl'H!'les (15HH tÍ It¡;>U) hizo g-J'nJHll':5 traha­
jos en la ('it'lH'ia. de los t'ualcs solo se conSernl
intacta sn Uf'OllletJ'Ía. };o indica ('l sino SOJ1wr;\.·
menlt', el ,norlo ('0010 aplicaba <'1 l'IÍll'1I10 al l'stll<1io
de las l'Clcll.:lOlH'S ~l'oll1étrica'i, no l'olll}ll'cntiil'Jldn sus
comeoladores lo 11O\'edad )" sen('ill<'z <1e Sil sisll'nm,

j)escarles dice: .'l'odos Jo pl'Ohll'OlaS de Oenmc-
• tria e plleden redll('il' á lales lél'minos. qnl' 110
e será ne('esario para construirlos sino el ('nno('i­
c miento de la longitud de algunas línea~ r~('tas El
mlls bello títlllo qlle tiene Descartes ('11 esta cien('ia "S

Rll (;comctría Analítica. donde refll'l'(' ('1 esllldio d,'
h', CllrnlS al ti<' las ('t'lIat"ionl"'~ <(11(1 las reprC"f'lltCln.
To'!a cun'a plana puede considercuse como eng-cn·
J"nrla por U11 plinto mÚ,·il que ~igue una "iel·ta \,',\';
y á los medio, de lljar Sll p"sición. en un instanll'
cllalqniera, 1Iam6 De~earle5. coordenadas del p"nto
m(l\'il, las que qtl'ían en u natul'nlpza de nna C11l'\'n.

IÍ otra.
lllás Pascal {](;23 á lG(2), á qnil'n por su tierna

edad prohihiem S" p,u!l'e el estudio dl' las nlHtem¡Í·
fiellS. le 1"'cglntÚ nn dí:t. ('ná! el'H "1 objeto de la
Geometría, contest(,ínf1oscle "agnmCl1(e. <1110 l)r(l el
arte el*! ('(Hlstrllir las figuras, de l~nco11II'ar Sil llledida
r de ('ono,'el' lll.s relaciOlH''' entre sns par!l's Esto
on..;,tó á Pa"'cal para oh tener. ('011 1(,1 ~ola I'l~nexión,

las 31 primeras lH'Oposicione~ de Entlule" y (,tHl1ldo
;e ocnpaba en hnsNu·la. signientl', n"'latinl ¿í la sl1lllH

ie los án¡;ulos de un triánglllo. le sorprendió sn
)adre, en lnedio de mnltitud de Ij~t1ras gI'OIllC'll'it'HS

¡nI.' habín imzado sobre el Im,·illlento. 1I1terr"gÚIl'

•



]2

<.101\) y de clle~tiÓn en CI1('~ti¡'lIL 1(' nrrane() ('1 ~l'l'l" : 1

d~ Sil 1'I'odi..rio"'o trahajo. Pl't'lllitiÚ!t· ('ntolll'CS la
ll'l.'tlll'¿\ dp la~ ohra... de Elldides. qne hizo sin difit'lI)­
tad y sin artilla al:!lJna. ~\ los Hi atios de ('dad t'"m­
puso un fl'Hln lo dpla... spccinl1rs ró,Úras, CpU' Dese'trtes
be l"l' ... j .... t ~Ú ti ('n'l')" fllllra la ohra <1<..' 11n ndoll''''l'l'IlLC.

Chl'i"lian Illl~-~ens (lli2H el lfi~l;) J;l,,'tll:clra, físico
y nstl'bnomo holandés, "P estrl'lla l'l1 1(;,-) I eon 1In

lrutad" ,,,h,',, la cuudmlul'a eld círculo, de !tI elipse
y de la !lijJprhnltt, haC'ipnrIo JlI"(J.!!l'e~al' el la nt'ome­
tría al mismo tiempo C]IH..1 hada gorancles desl'1I1ll'i­

mil'ntos ('11 la Físic:;\'y en la .\stl'ollomía.

.Jnhll \rallis lliJ(i eí. ]7U3), l'l'lebl'(' gt'l11llell'a in·
g-ll's, rllé ('ah...dnlllc(J dp 0ecHIH'll"ía en la r"ni"f'l'si·
dad d" (hf(n't! Su ll'aludo analíll('o de las s('ed,,­
n~s ('Únieas, pl'imera obra donde t.'sfa~ ('IlITaS han
sido l'oJhidel'adn~ como del 2. 0 grado, srglJll el
método <1<.' las eool'dennda. ('al'l('siHna~, contiene
tocias las propil'dndes de c~tas líneas qnc se dl'du­
('('n de HI ddinl<'iÚn nnaiílieCl. p(\f'O In gran obra
de \\'allis ('s '1' .J,.¡lmplica ele los in.finilos, Cinl' hizo
pl'ogl'l'snr nolahl<.'menle t'l la Ul'omell'ía, en IOc!é\'s

la, ('u<'sliones que son ho)' del dominio del Cálculo
1nl('g' al.

bUlle Banol\' (1630 á ]G(7), geómell'u inglés y
profesor de Illtltl'llléíli('us ('11 la Univ(,I'sidncl de \am­
bl'ige, lt,,'o como discípulo ul g'J'Un J "'lIlou á <]uien
postrl'ior1l1cnlC d('jc') Sil cátedra. Contl'ihllYÚ COH sus
truhajos al prog'l'l'so dI' la ciencia, Il'ac1nl'ienrlo en
pcqlleflOs VOII1JlleneS los tratados <h...l EIl('lidl's, el 1 ..\.1'­
<]uímerle·, dl' .\pollonms ~- de Theoc1osio, 1;e le eou­
'idera como ill\·entol' del Il'iÚngulo dife,'encial de
donde se d('du('(' iumedialam('nte la snb·lungenle de
Jl1é1 t't1nn cualquiera
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En un largo periodo la Geo tria
con 1 método de 108 • rPe' me'l os de Be 'nouilli
(16M á 170 )¡ con el notable teorema d 'non
(1642 á 1727 , Mre la gener Ión de todas las eur­
vas del tercer oril n con el teorema de Moolaurm
(169 á 1746l sobre la atracción de un elipsoide;
con la teoría de las curvas de doble cur atora debi­
da á Clairaut (1713 á 1763l, y por último con la
teoría de la CUr\ atora de las UperflCl debida á
Leonardo Euler (1707 á 17 S), en qUien reconoce
á uuo de los geóm tras U1Ú il 1 ti pos
modernos.

lrontili.uln'ión de 10 trabajo mencionado. viene
pare la Geometría el brillante período contempo­
ráneo cnyos principales iuiciadore fueron' Gaspar
Monge (1746 á 181 l, fundador rle la cu la Poli·
técnica de Pan y á qwen debe el d ubnmiento
de las regl 1ementales y generales
1)erilfiplit;liJ,' Cnrn t 1763 á 1 23 YPon lit 1788
á 1867).

Observaremo
elemental de lo

modernos por' ::n4:~=:O~una parte los 8
~~. JIi. ecmi'raI
guras plMá& Ó Íl lo v l menes de dels cuerpos
eomprendidos en los elemento •jamás e propu ieron
obtener nada análogo lo que nosotro llamam •
la medida de una. ebperllCJe ó de un olúmen. La
G«>mefit{a de los nt¡~ era puramente teórica.
P~ova p&l'kl, eaearon ellos, eJe 1 aclonee
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S('IlC'iJias constaladas entre las supl'rfieies Ó "ohíme­
llP~ q1tP hahían comparado, la~ l'clac'¡nTlf?s OléL"i com­
pli('/ulas que existell entre los elemeutos lineales de
cela' superficie. 6 "oltímcnes,

La GeonlPtl'Ía elemental e d" Idc en U-WlIj·"/na
1l /(lI/(I, que. e ocupa exclnsi,'amenlc de las fignras
cuyos el('menlos están todos en un plano; y en Geo,
me/ría rle/ espacio donde se estudllln las figura cuyos
e:t'lllelltos no están en un ulo plallo.

•
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GEOMETRÍA PLANA.
PRIMERA PARTE.

LIBRO PRIMERO.

Nlwilllles preliminares. - Definiciones.

1) La ohscl'l'acióu de cuerpos difereutes nos dá
la Idea de extensIón, de forma y de posición respec·
tiva; concibiendo en seglllda la extensión, la. forma
y la. posIC1<\n de una. manera. abstracta, es decir,
con independencia de los cuerpos.

2) La extensión se nos presenta bajo tres aspectos
diferentes; VOLUMEN, SUPERFlCIJ¡ y LONGITUD.

VOLUMEN de 1In cuerpo es la (lOl"ción del espacio
que ocupa, siendo llldependiente de la especie de
materia de que el cuerpo está formado. La extensión
en volumen se consIdera, en los elementos, solo en
tres sentidos prl1lcipales, qne se llaman dimensiones,
y que se deSIgnan con los nomlll'cs de longitud, lati·
tud .1' altura, profundidad ó espesor.

S¡;PERFICIE de un cuerpo e lo que limita su vo·
lumen y determma su forma Ó figura. La extensión
superficial es diferente de la extensión en volumen;

2
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ella ~olo tirne do, dilll<,n-¡fIIH" que son; IOh,r¡itud r
latitud ('_tando des!,l'oYlstn dt, e<!'rSOI'.

La intl'l'~l~('('iÚn de un~ t-lIl'(,l':ieic;;, quP mílhmmC'n·
te ~ll pc.'nctran l't1 el C'=-IHH:io. C'; lo qUl' se' llama
LL·}: \. La. e.. ten~ibll de una HnC'a es diferente de la.
e-"tl"IlsiÚn en volumen y de la l'.·ten~iÚn . llpel'licial,
ella tiC'ne solo una dilllC'llSlC'm qne es la lon,'I11ud.

Cuando dos líneas se t'ol'tau l ~u intcrSC('l'lOn fUl'llH.l

un l'l'. ·TO...\1 plinto no ~t."\ le atl'ibuJe extensión y
solo inlt.'l'\'icne por "'u pn~il'iÚn.

3) L.\ GEOYIETRíA es la ('¡<'neia d,' la extensión,
de ]¡\ forma y ,le la !,'I'ieiún, ('f1nsidrrada de una
nUl.l1l'rn abstracta. Se funda en un l'iPl'lo Tll'lmero de
prineipios eyidenle pOI' sí mismos que st' llaman
aJ'jr))1Uls. Los unos son de l'anh'ter gctH'ral, ('s dl'<.'ll"
})ertencceI1 á todas las ciencias,)' los oh'os 1.'11 pHI'lleu·
lar á la geometría.

Entre los axiomas gl'llel'ale5, citarcmos Ip - tl'e SL·
glÜentes de uso I'l'eeuentl':

1.0 Dos cantidades igualcs á UlUt tercera son iguu­
les cutre si.

2.0 Si á dos cautidades iguales, se les sullla Ó resla
ulla mismc¿ cautidad, los r'esuitac1os SOIl iguales en­
tre sí.

3.' Si tres cantidades a, b. e, son tales, que se ten­
ga a> b y b> e; se tendrá lal1l~ién que a> c.

En cnanto éÍ los axiomns pn]'ti('l1llU'('~ ('\ la geome­
tría, los formnlaremos en r1 curso de la obra.
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•
(Figura l.)

A

1.. Entre dos lJllntos, sicmpre e]Illede trazar una
sola linca reda lJ1"olongada cí partir de estos 1"111105,

2:· La rc'da da la menor dista/nia que hay cntre
dos PUlltoS.

Se oe igua un punto por una Jelm t'IHtlquiem. Para
nomhnu' una recta se el111n·

cian ons punlos <le esla recta,
a i la línea L\ B es la que
pasa por los puntos.\. y B

Toda línea formaoa por port'Íone finitas de líneas
reCla e una linca qnebrada ó poli,qonal.

Una línea es curva, cuanoo no e' ¡'ecla ni quehrada.
Exi,le una infillldad de especies de líneas curvas que
tient'n Sil d 'finición propm.

(; Entre la.5 superfic.es, l' oislinglle la superficie
plana ó el plano.

El plano es una supl'rlicie inoelinllla y lal, que
aplicanoo una recta á oos cualesquiera oe sus punlOs,
coint'lde con clla en toda Sil exteusión.

Una figura es plana, cuanoo todos sus elementos
eslán coulenidos en un nllsmo plann.

'roda superficIe que no es plana n. compuesta de
superfi('ies planas. es un .. sllpedlcie cnrva.

Dos flgUr<lS son iguales cuando se pllcoe hacerlas
coinciui¡' aplicando una de ellas sob.,p la olra.

Se dice qlle dos flgllra son equivalentes, cllando
tienen la mi 'ma extensión sin tener la misma forrua..
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Ángulos.

A

(FigUTA 3.)

(Figura 2.)

\~ )
\\ ,/.

e .__ ...... \.:~.,.-._4_'.:..'_--¡;-_
A •

7) Cnando dos líneas recia parlen rle uu pnntn A
~i!!uiendo tlns direcciones dile·
rentes ,lB..Ie, forman una f'gu·
ra qne Sl' llama ri IIglllo.

Las n'clas An. .Ie snn los
lados drl ángulo y u punID co·
mÍln .1, el l'értire.

en cíngulo se d('o:;irrna por nna
letn1 colo('ad'1 en "U n:'rliec,
cllHndo estA ai~lado; ('n ('aso
cnntl'(\I'io l St· IIHu·t'an dos pl1l1toS

sobre IIIS lados <Id ángulo .Y e
enuncia la letr" del vértice en·
tre estos dos plintos. Así, el ángulo n.lC tiene por
Yértice al flnnlo .1 ) sus lados jJasan ,'esl'l'eti\"amcnte
por los puntos B J" C.

La. nl<1gnitu<l <1<' un <lngulo depende sÓlo riel aleja.
miento <1(' sus 11\(los que siempre deben concebirse
prolongados indefinidamente.

Pm-'1 uarnos una idea de la generación y mag'lItud
rle los ¡:\nglll(J~, illlngilUla
J'('ITIOS que ,AU ('oillt'iua,

en su primera posil'ión,
con ,lB, J" que la haee·
mos girar a1rededo,' ul'l
punto A. La eantidau
• de que ha girado la
recta AC, en una pusi.
eión enalquiera, es precisamente la. magnitud del
ánp;ulo.
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8) Cuandu dos ánliulos tienen el yérticl' comtÍn
y nn laun ('0111 1'1 n intl'l'lllt diHl'io, 5C

(Figura!.) dll'e que :;on dl/f/IlIn.. adyacel/tes.
Tall's Ron lo:; Úng-ulos ABC :r

CPD
V¡ l'n, línea recta AB, será

perpendiclllar li obliclla á u\1'<\ línea
recta eD, ('uanuu fOI'IlW cun e "t(L

do" ¿ín~l1los ad~, i.u:t'lllcs jorrllalc~ Ó
S A.

de:;iguall's. En nno J otro eao,
la in(prsel'eión I3 de las dos lineas reculS se rama
pié de la pl'l'l'cndicul;lr ú de la oh!'c .H.

lJ I 'm,1 5.)
A

o 3 e O.-----.!B'----C

:--l' IIHl11n lLllgalo recto, á todo ángulo p,n que sus
lados son l'es]lecth'Hmente pl'rpendienlare~.

Teorema 1.

10) Por 1m lumto O de nna recia dada AB, se ]Juede
si I1lp"e lirar una sola pel])ellrliclIlar ri esla recia.

En efp(·to, til'rlllOS por
(Fig'llrl\ 6.) O 1el pnnto una recta ena ­

11
¡ quiera OC J si re 'ulta que

,.:/".). l..e es e1ecir, •si 1:' ángulos, L.l adl'acentes • y ~ on
p,---"---O;!---"----;:A ig~ales. la línea' recta OC
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"
(F. nl'll 7.)

88I'á perpendicular á la AB. En caso contrarIO, &d.
uutíendo que sea

-<P
bariamo girar la recia OC hasta que coincida con
OB. En este mOl imlento el ángulo - crece de una
manera continua, mientras que et P decrece del nllll­
mo modo hasta anularse. Por consigtllente, la recIa
(JO pasará por una poslción OD en la cual se verlo
fique que

..-
Esta poAición es \\nica, pues antes ó después de

ocuparla, la recIa OC formará con AB dos ángulos
adyacente de~ignales.

Il) COltoL \\UO. - Todos los ángulos rectos 80lt

iguales.
Siendo las líneas rectas D Pf4i~~tJljlnla:

:r GH perpendi'
cular á Eli; di·
go que ell\ngulo
recto A C D, es
igual al ángulo
recto E G H.

Para probar
lo trasportem
el ángulo D e Angula BOH aplicar
la recta B re EF, y de tal m nera que el punto
e coIncida con 1punto G. La \fnea recia CD, par­
pendicular á AB tomari. la drrección de la recta
GH perpendIcular á EF; el ángulo ACD coinci·
dirá con el ángulo gR, tos dos ángulos serán
igual .

6B UVA 1Ó -ComoeláJqtilkf~eto·esunacanti-
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son complclIlenta­
tiUlna es igual á.

e

A

(P; Ir. 8.)

[

D

dacl constante, se IH1 [(Jlnado COntO unicl,ul eu la me
dida de los <ÍngnICl".

Un ángulo se llama OO/IIS0 Ó aglldo segÚn que sea
mayor (¡ n1l'nOr que uu recto ( ')

12) DEFl.·ICIÚ.'i.-Sc dice que dos ¡\ngulos ti BC
.r DBE son 0JI/I('./o.~ )lar el vértice,
cuanclo los laúos úe uno de ellos,
son prolongaciones de los lados del
otro.

Dos ¡\ngulos
"ios, cuando su
un 1'e('to.

Dos ángulos .on sllplementa­
,·¡os, si "alen enc onjunto, dos rec­
tos.

Teorema 2.

(**)

(Figunl ~J )

13) Todu recta BC qlle el/Cllelltra á otra AD,Jorma

COlI ella, dos ál/gulos ad,llaeet¡­
tes' y :j clI,IIa SlIllIa es ¡.!jllao

:.:E e á dos állglllos 1'C1'/OS.
01 la recta Be es perJ1en-

¡. , diculHl' á AD, ('1 tOOl'ema es
.~"..!'" ....• e,,¡dente puesto que los ánl\'l:.

... los ,., y ;~ Ron reclos.
D- B A En e¡lSo conlrario, timndo

¡lar el punto 13 la perpendicular BE, esta formará
(lon BC un <Íngulo .; y se lendrá:

• + '( = 1 recto,
~ - " = 1 recto,
• + ~ = 2 1'('clos.

(.) Diremos pnra nbre'·inr. tm '"trIo en H>t de un Ó Ifllllo reclf.
'1 RS t:1mhién, mw r~etf: en yez de dl·cir Una li1lt'fl '·ula.

t' .) El bigllO. "., iudica. por eonbecuend8¡ luego; eTc.
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A

A

\
ó ..

......

e

(.Figura. 12.)

B

(Fi5rUrll 11. )

CF'ollT' JO.)

o

e

14 COROLARIO l.-Cuando uno de los cualro án­
glllos, qlle forman dos
rcclos AB, CD, que se
corlan es recio, los olros
ires lambién lo son.

En ef~cto, si el áng-u­
Jo ~ es recto, lo serán
talllhién ~ .r" pOI' se!' tl¡-------oñi----....:'---
uplcmentos tle ., y en i A

fin. 'l sel'á l'ecto po!' ser a:.
suplemento de :j.

ló COROJ,.II:1O U.­
La s/tllla de lorlo., los án-
gulo., formarlos all'erirdor
d" )J 11 l/lo B ~. de 1/1/ lado
de 111 ree/a .1n, es igllal ~
á do' recios. ~ t

En efecto, l'l ;\ng-1I10 • f"-. . .... '-'" " Q

tiene pOI' supl('menlo al __
ángulo ~ quc l'S la. suma o B
de todos los otrnR.

16) CUl{()T,AHIO m.­
La suma de lodos los ri n­
gulo,. formados eu un
plano, alrederlor de I/n

puulo, es (qllal á el/all'O
ángl/los rrclos.

En efecto, l'onsidcran­
do los ángulos que 1'01'­

nHln la !'cctas 0.1. OB,
OC. OD, OE, alrcdedol'
del punto 0, si 1'!'01011­
gamo, la I'ecta OC, to­
do lu ángulos fOl'mados sohl'e la l'ecta OC valen
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dos l'('t'tns; los fOl'maJos dehajo de In. misma recta
'"all'll tClIllIUt'lI do~ n'dos )" pOI' eonslg'uil'ute, la suma.
total \ aldni cuatro f.í.ng-lIios l'l'dOl"i.

Teorema 3,

IUl'nlo d!..'1 ul1p.ulo :1, c;:,

lu 'gO, (,'uillcidirá con la

(!~. mI I.i

i / .'ll//os ((I/!/l/uIII, 's • ~. ~,,<('Il slIp/eh/olta­
rios, 10'< lado" IiO cOlim­
lIe.< .\B y liD, (,lcill en
/11/1'1/ rff la

/

C En l'h'c:o, la prolnu­
~a('H'lI1 de la rel'ta ..\13,

l'--~ á )lHl'tir lid )llllltO 13, dc-
---'''~~R'-'"-----I\' he fOI'mnl' l'un I3 C no

cin~l1lo igual al suple­
decir, ig-mu al Únglllo ~, y
I'Cl'ln II D.

1"i)

Teorc:¡n 4.

18) Cuaudo dos rectas ,\B, CJ), se corll1l1, los án­
gulos opucstos por el vértice son i.'Juales rle dos en dos,

Bn etlwto,

B

(Fi¡.::urn 14.)
( 1 ) «+ ~ = 2 l'celos,

por ser iÍll~lllos(\(1} acentes;

~ +. y = 2 recios,

pOI" la luis:Uil l'i.l¿Úll, en·

lOlH'l'S
A

" = r



.=

• •
I BC - j.

' ...... 5

Del lllIS

f ItUDIiondo. miembro al. mie ro, estas iguáldadea
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Sran ,\ O n )' C O O los iÍn!!'1I1os con~iderados,

y Ü ~I, () _', "liS lllst't'tnces, SNÚ.

B O C = ~,

= 7 + ~~ = ~ recte l.

~1()B+BOl:+CO:;=

«
-:i,-CON,~I () B

luep;n,

y O " es proJongaeiÚn
de ~I U,o

(Fi;,:-ura 16'1

B

•
N \ •

Teorema 7. (á demostrar)

CI/mlllo cllatro (Í11.fJl/lo.• ar/!j<irel1les ndel1 Clllllro án­
gl/los recios,. si el jlri¡ll"ro es igl/ul alterccro !I el se'
glll1tfO al cuarlo, 10,0 larlo dc estos ál/gulos estarán
dos á dos en línca recta,

De los pOH{jOllOS cn {jcnCl'a!.

21) Un polígOI/O e
Hneas redas,

nna figura pln,na, lillJilada por

(Figul':l l7.) Las Iínea< ¡\ n, B C, C D, E A,
se llaman tados .r el conjllnto de
lo lados, (,ol/Iomo <\ pI'rllIldro
del pulí!!,lIno.

en polígono liC'llC' tnntos {tu·
glllos cumo lados.

Las líneas quc unen dus \"(Tlt.
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ces no consecutiYos, tales como las AC y AD, se lla·
man diagouales.

Los polígonos se distinguen por el número de sus
lados y s' llaman:

'j'HJ.1..'1; LO, liene tres lados
CU.\DHILJTERO > > cuatro >

Pr::-T.\l!O,'O > > cmco >

E:- \(;0,'0 > > !:iCi5 »

Ü '")"úuo.'O > > ocho >

/);:(',\1;0,'0 > > dil~z. >

DllVECJUOSO » • dOl'e »

PE.'TADECAGOSO > > quincll >

Los demás polígonos no tielll'n IwmhJ'cs particula,
"es y se les designa por el uúmero ,1" sus 1",llIs. Así
se dice: un poligono de [re('e lado, de catorce la,
dos, cte.

Tl'i{lOlJu10s.

22) DEFINICIONEs.-Un triángulo ('s 111l(l porción
de plauo terl1lilUuJa]JO!' tres rectas que se corlan dos
1. dos. ¡¡Il(' sl' llaman lados deltriánglllo. Los ¡\Ilgu'

tos quP fOl'man do' lados consecutivus, J' lo::; Yéj'til'l~s

!le estos ¡\ngllll1s, se llaman tamhién ángulos y vérti·
les dl'l triánglllo.

El triúngllln se llama: equilátero si tiene su tres
l(ldos i¡¡llnles; isó '('('les si tiene dos lados iguales; e,y,
¡nlcno si tiene SIlS tr's Jados desiguales.

Cuntulo un tri¿lngulo tiene un ángulo l'ecto, toma
~l nomure de triáugulo rectángulo. El lado opuesto
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al ¡íugulo r('cto ,e llama hipofel/u.,,¡ y los otro, dos,
cafefos.

Teorema 8.

A e < A B + II C.

(FigM:l 18

23) Un lado w"quiera de UIt fria/l.lJulo, e.~ me/lor
que la sUlI/a de los olros dos.

En ('fecto, la recta A e
e~ pI camino Huís ('ol'ln del
pnnlo A al e, Jneg-n .\ e
eni menor que la q\lcbra­

da A ne, cs d('cir,

2-1) COROLARIO.-8i de los dos llli('mbros d" la
desigualda I

A e < A 13 + B C,

se resta el lado B e, se tendrá la nuera desigual·
dad

"\ C - 13 e < A II

qnc conduee ¡í. lsle otro ('nuncia"o cleI t('orema
pl'l'CC '('11tt"':

Un lado cualquier,[ d' un Iriau[ll/lo, es IIUI!/Ol' que
la dlfe tlcia de los olros dos.

25) Si de un pl/nfo O, 10l/UllZo ('n (/ i/lffrior dI' UII

frian.'lulo "\ B C. se liran I'('das O B. () C. a los e.r·
Iremos de UI/ lado D e, la I ulIla de e$las dos redas,



..
..

loBtltrosd08ladoe B AQ,

BO OC OD<BA+ D+DC+OD

m miembro á miembro, estas desigualda-
des,tendremo

la
unto

dottlde en ntra al
lad e tendremos en
el mltn lo B D

BO O D BA
D

guIo COn:
f) C F-....;.;....;...;....:...L~lrir

7 enel

()
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y sumando, miembro á miembro, y dil'iJiendo por 2,
resulta

0.\ + O B + O e '- A 13 + 13 e + e A

Por otra parte (23),

o A + () R > A B,

O B + () e> Be,

O e + () .\ .> e .\,
sumando y dividiendo por 2 ambos miembros, re'
sulta

O A + O B + O e -" ! (.\ B + 13 e + c.\)

Teoremas á demostrar,

1-El perímetro de un polígono COln'el'O (*) es I"enor
que toda línea 'lile lo envuelva.

2-La Sl/lI/(/ de los diagonalps de un Cl/adrilrilero
convel'O, es menor que la suma y mayor Quela semi-suma
de todos sus lados.

Casos más sencillos de igualdad de los
triángulo.

2í) Tres caso principales se pre entan en lb
igualdad de los triángulus, .r son:

C-J Polígono convexo es el qnc no tiene dnJ!1I1os entrantes, 6
el que UDS recta, en posic'ióll cualquiera en bU pl~llo. uo eucuen­
tra á su pedo,elro en uds oc do:! puntu:;.
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1.o-Cuando tienen "espectivamente iguales, l/n lado

!I los ángulos adyacentcs;
2.o-Cuando tienen respectival1lente iguales, dos la­

dos y el nllgulo co,np"endido;
a.o-Cuando tienen respectiva/nente iguales, sus trno

kdos.

Teorema 11.

(Figura 21.)
A

e

28) 1er CA o.-Do triángulos son iguales, ClUJndc
tienen respectivamente ¡g/lales, un
lado y los ángulos adyacentes.

Siendo A Il C~' A' B' C', dos
ti'ÍlÍngnlos llne satisfacen á las
condiciones, (*)

anO' B = ang ¡:l' B a e
(' ) " A

ang e = llng C'

(O) Jado u = lado n',
o ti

los triángulos serán iRuales. 8' • C(' c'
En efecto, traspol'temos el triángulo A' I:l (J' sobl'e

el A B e, haciendo coincidir el lado (¡' sobre el lado
Q que son iguales. Entonces, el lado c' tomal'á la di·
rección del lado c, por ser iguales los ángulos B', B;
t'llado b', análogamente tomará la <lit'ección del lado
JJ, por oer los ángulos C', e, iguales; el punto común
á los lados b', c', se colocará sobre el punto común

el Pus ma)'or pcncil!ez, cJe6ignaremoa 108 ángulos de nn
tr16ngu10, por Jas etras mayúscula8 A, B, C. de BU8 vértices, y por
la letra o:mollcul.. 4, b, C, 108 lauos opu...1oI á eoIoa ánlUloL

I
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á los lados b, e, y los triÚngulos A' B C', .\ H C, qne
l'(Iilll~iden en toda ~t1 extPll"lón son i:!llélles entre sí.

COHOI..\ 1<10. Cuando do' tri¡íngulos tielH'n re'lwc­
tiyamelltc igl1alt':-;, 1111 lado y lo ángulo..; adyact'nt 'S,
los ~,fo'" OpIlC ...to~ Ú ]O~ Úll~tllo~ iguak son u~mbién

iguales.

Teorema 12,

29) 2.° CA /j.-Dos

(Figura 22.)

A

e

B ece
A

t b

frirí 119'110'< , on ;gltalp', ('/lo/ld"
ti"l/en r '~JJ(,(ljc(ln rute ;glf('­
les. dos 1(/(1 , )' d lÍl/glI 'o
ClJl}lprCJl(!ido.

En ..1('('10, siendo A B l',
\ e Ir, dos Iri¡íngnlos qne
~ati ... ra('(;'n tl las tres con­
dlciunes

.\ - A'

b - b',

e - e',

c' los dos triángnlos ser,in
igllale~.

Par[\, probarlo, trasporten"" el (¡'iÚngnlo .\' B' C'
sobre el A TI U, de 111i:ltlt>l'il qlle el cínglllo ¡\. St:' alili­
qne sobre el ¡íngnJo A, entonces los lad"" b', e', se­
gnirá:. las dirceeiones dio' 11" lados b, r, "oinc'idipndo
PIl. t(fda:"11 extenl'ión por sel' igllales,3' el lado a' se
aplicará exactamente sobre el lado l/. Estos lri¡ín
((nlos 'InD l'oineiden en toda su extensión serán pués,
irrua10S.

ConoLAHIo.- Cuando uos tl'i¡\ngllllls tienen res­
pe{'ÜvulIlenle iguales dos lados y ('1 á'lb lo coltl]ren-
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dido, lo ... Ún~1l1os opuesto:; ~l lo~ latlos igl.lale~ son
tamhién ig'uales.

La delllostración del tereer caso de la igllaldad de
los t.riángulos se funda en el sigltient.e t.eorcma.

Teorema 13.

30) Si dos triáugulos tifllcn dos lados rcspeetira­
meute iguales y clá IIgulo comprcudido es desiglll/I, los
otros lados serrí 11 desiguales y mayar el que se 0llO//ga
al áugulo ,lIayor

(Figura 23.j

,/ b' b

eL ,
q 'D

--~..........
.........

B

e

<l'

c'

H(·,'¡;[ ,\ lJ (J, A' 13' e', los l.l'i¡ingulos dados tales,
quP se tenga.

A::::"- A',
b = b',
e = el,

[ll'obal'l'lllos entonrr , <]lIe a > a'
Para delllost.rarlo, apliquemos el 11'lÚng-IIIO ~'B' C'

sobre el .\ 13 e, dI' Illodo que el lado c' eoinl'ida con
diado c, y Sra .\ B C' su Jlosieit'lll. Traeelllos la lJi­
icctriz A D del áugulo C A e', r uniendo D con C'
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tendremos 105 tri¡íngulos A D e y A D O' que son
iguale eull'e sí (2ft) y luego D O = DO'.

En la figura, tenemos,

B /) 4- I> C' = B D + D C = a,
adcmá

n D + l> C' > a',

(J > CC'

On ERVACIÓ~.-AJ aplicar el triángnlo A' B' C'
sobre el ABe. podrá ,uceder, que el ptlllll1 C' caiga
sobre el lad<> B e 1\ en el interior lit'! (riÚngulo, y
para rada una de estas nuevos posiciollc-, la demos­
tración del (eorema e. la misma, precedellle,

31) COnOLARlo.-La rcciproca del tcorema pre­
ced,'nte es "e¡daclera: Cual/do dos tl"iril/gulos tiel1f/t
do,' lados resJit elil'CllllP1lte i9ua/(S y los tc /'('(,I"OS dt's,
illltales, los ángulos opuesto. ri ("Itas lados, son d('si!lua­
les, ielldo maY01" d opuesto ri mayor lado.

En efecto: en los lriánpnlos A B O, A' B' O', el
ángulo A no puede seJ' igual al ángnlo A' porque
•e lendría ( 12), a = a'; la mporo podrá ser menor
porque entonces sería a < (l', según el teorema pre·
cedente y luego sen\ A > A',

On~En'L\Clú:s -Tres casos pueden presentarse, qne
St' excluyen mtÍluamellle. en la con idcTación de dus
triángulos ABe. A' B' U'. que tienen do lados res­
P" ,tiv¡unente igullles. b = b' y e = e'. Eblos son,
según lo~ \"alore:-- de lo~ éÍnglllos A, Al,

1.er euso A A', Y enlo;'ces el tercer lado a > al;

2.· • ,\ - ~\ " , • • (C = a'·,
8.· • A <. .. \ " • • • • u < a';

36 GEOM ETHi.\ ELEME.·TAL
------

tendremos 105 tri¡íngulos A D e y A D O' que son
iguale eull'e sí (2ft) y luego D O = DO'.

En la figura, tenemos,

B /) 4- I> C' = B D + D C = a,
adcmá

n D + l> C' > a',

(J > CC'

On ERVACIÓ~.-AJ aplicar el triángnlo A' B' C'
sobre el ABe. podrá ,uceder, que el ptlllll1 C' caiga
sobre el lad<> B e 1\ en el interior lit'! (riÚngulo, y
para rada una de estas nuevos posiciollc-, la demos­
tración del (eorema e. la misma, precedellle,

31) COnOLARlo.-La rcciproca del tcorema pre­
ced,'nte es "e¡daclera: Cual/do dos tl"iril/gulos tiel1f/t
do,' lados resJit elil'CllllP1lte i9ua/(S y los tc /'('(,I"OS dt's,
illltales, los ángulos opuesto. ri ("Itas lados, son d('si!lua­
les, ielldo maY01" d opuesto ri mayor lado.

En efecto: en los lriánpnlos A B O, A' B' O', el
ángulo A no puede seJ' igual al ángnlo A' porque
•e lendría ( 12), a = a'; la mporo podrá ser menor
porque entonces sería a < (l', según el teorema pre·
cedente y luego sen\ A > A',

On~En'L\Clú:s -Tres casos pueden presentarse, qne
St' excluyen mtÍluamellle. en la con idcTación de dus
triángulos ABe. A' B' U'. que tienen do lados res­
P" ,tiv¡unente igullles. b = b' y e = e'. Eblos son,
según lo~ \"alore:-- de lo~ éÍnglllos A, Al,

1.er euso A A', Y enlo;'ces el tercer lado a > al;

2.· • ,\ - ~\ " , • • (C = a'·,
8.· • A <. .. \ " • • • • u < a';
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P,'opi('(ladl'S del ll'iállUlIlu is(¡scc!ps.

33) J),:FI.·IUll.'Es.

"e llama tl'ian6ull) t..-~U (. 'les, al que tiene do:; de sus
lados igtlult'::-.

1 u IrÚlIIgu10 cqllilritLl'u Ú l'qlliált!/lIlo, e~ el qUIJ tie­
ne ~us U'l':=¡ lados ó sus lre::; é.lllgl1los iguales

La pcrpctldicular l>ajmla dc un vértice de un trián,
gulo ~ol>re el lado opuesto se llama altllra deltriún­
gu lo, r e:;te lado, con n~~pl't"to a la altura, .se llama
buse.

Ordinariamente 8e llama ha,e de UII lriúugulo isús­
'leles al lado diferente de lu. oU'Oo dos.

Teorema 15.

(Figura 26.)

A

'/
/

34) Los állglllos OjJIU>tOS ri los dos lados igllales de
Ul1 trián!Julo isúscelt>, ;Olt '!Juales.

Sea A lJ e un triángulo isóscele,.
Ctlj"US lado' iguale~ ,un [¡ y e; )' de­
mO,lreulOs que los áugulos ll, C,
0p"e'll" ú e:;to~ Jado~, son iguales
entre sí.

Eu <,fecto, trazando la recta A D.
IJne une el "értice A al punto D,
medio de la base E C, di"ide esta
I'ecta al Iriángulo dado, en ot1'US

o e dos A 1:1 D .1' A e]) iguales entre sí,
pnes tlellen sus tres ladll~ le pccthamellle. igu)\les.
que .ou. b~ r. por 11lI"tE'¡S; AD común; ED = ¡lC
pOr construcción

Siendo los triángulos ¡\ B V .1' A C D iguales en-
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b por ser B' = e, y el pnnto ti', l'Ol1llÍn Ú los lados
/;', c', se ftplic¡U'á sobre el plinto .\, qlle e< cntmín
á los lados e, ú. Resulta pnc,;,

ú' = c,

pues coinciden exactameute en la superposición de­
la.> figuras;

ú = b,

por construcción, luego

c = b

y el triángulo A l:l e es isósceles.

Teorema 17.

3G) Las medianas de un triángulo equilátero, son
iguales.

Si el tmíngnlo A B e es
equilátero, será equiángulo
y Juego

(Figura 27.)

'frazando las medianas BE,
e ]-;..." (endremf)~ dos trián­
gulos B E U e F !l, qne son

BL.------.io----'c iguale, pillo' tieoen el Jado
B e eomlÍn; !l F = e E por

construcción y lo ánglllos cOl1lprendidos n = c.
(29). Siendo estos triángulos iguales, darán

( I ) BE = e F.



(Figura 28)
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Trazando la mediana A D tpodremos 108 trián·
gUl1l8 iguales A D e, A r' e por la misma rozón,
quedarán

(') A D = e F.

y .:omparando los ( I l, (, l. r"sultará

BE = e F = AD.

Teorema 18.

87) Las meaianas de un triángu70 isósceles. concu,,"
ren en un plinto.

Sea A B e el triángulo
isósceles dado, A D la me­
diapa que parte del vértice
A (84). Tracemos lAS otr!ll1
dos medianas B E. e F, y
teudremos que los ttiAngn o

los B E c. e F R, ~OI1 igull'
les porque tienen los lados
B F = e E por constl'UC- B""----J'--*"--"--~

ción; Be comlln y B = e
por ser los ángulos en la base del triángulo isósceles.
Siendo los b1ángulos B E e y eF B iguales, dW'án

ang • = ang ~,

el triángulo B O e será isósceles y tendrá IU "értiCl'l
sobre la mediana A D.
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Teorema 19.

38) Si do.. triánglllos i.·Ós(·r[,..., thnen el ál/glllo al
"{rtice COII/Ún, !I se tra:(/II (nu(/das las rectas que unan
los otros ¡'I'I'tires, esta se wriani" 0111'" la lIi,'cllriz dtl
pI' i1Il1'l'0.

A

(Figura 2U.)
S('llll •\ B (') A F E

los do 1!'i¡jng111ns is()s­
cele, dad",. ['irando IPos
l't'da:-- B E, e F, tendl'c·
mus do", tricíngn}n' l3 EL',
e F!l 'lne son iguaJes
I'lIrqne tit'nen H U ,"0-

//

IUlin; e ¡.; - Il F, ) Jos
itngul(J.... B c.

:-;if.~ndo los tri¿íng'ulos
B¿ '. I P .' e B E l', l' F !l, i"nales

u tl\ndl'(,'\l1Ios <]U(, Jos tlllgn-
~, sentll iguales; el triclll~lIlo B () e sen-í isós­
y el punto O estará fiohl'l' la Ill('diana A D.

los "
celes,

Teorema 20.

39) De dos lados de UI/ triángu70, opllestos á án·
g¡dos desigua7es, será mayor el opuesto tÍ mayor tÍlI.fjulo.

Sen ,\!l l' 1I11 triáll-
(Figura BO.) gulu lal, qlle

8 .\ > e

A"'-----;b¡:----~C

e

.... /

..../ •.....

y dro11lo:--h'l'J1loS que C'ntre
los lados OplH.'stos él. es­
tos ánglllt's, se ycrific:-.l
que

•



GEO:..lETRtA ELE~fENl'AL
-----=--...:..:..:....:..:..:.= ------

43

Para l'stO, formemos cun el lado ú ) á ¡>1\I'Iil' de .\,
un ángulo e A o = C. El tnánguJo A [) e, <]11(' lLe­
ne «111:-. dngllloS iguales, tcndHi tos lacio., opnCtiloS
á estos Úngulo, iguaJes entre sí (29), es decIr,

AD = DC.

l'ero en el triáugulo A B D, tiC tiene

I.lD+AD.->c,

l:ID+DC>c

Ó lo 'lue e lo mismo

a> c.

3. his) Eu C'l'slÍmen, de los teoremas 15 y la re·
Bulw que en un tl'lánglllo A B C,

Si B = e
• 13.->C
• B < e

se teudrÚ
• •
• •

b = C,

ú > 1'.

Ú < C,

COUOLARIO.-Los teoremas precedente. demues­
tran que: dos lados de UI1 tl'iángldo son ignales Ó

designales cuando los áugulos opue-los á eslo' lados
son i¡;uales ó desiguales, J lIlle eu el caso de des­
igualdad, el mayor lado se opone siempre al maJor
ángulo.
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Porpcndiculal'es l' oblÍ('uas á una recta.

Teorema 21.

o

o'

(Figura 31)

1I11) De utlll/mlo dado/uenl d,- 11>10 líllea recta, se
puede siempre baja!' una perpendicular ti esÜ¿ recta,

Dl'l pUlIlO D, fllera ne
la J'l'l'la. ,\ B, Irael'm()~

uon recia cualquiera D P;
en el punto P, donde
pnrllontl'tl. á la l'e,",a
.\ n, formemos el ánglllo
Ul'IY = BPD, trazando
la J'eda P D'; sobm es[¡\
recta tomellJos Pl)' = PI>
y lIJuendo los puotos D,
O', lellorell\os dos trián-
glllllS 1)' O 1', [) ü P, que
son iguales por lener:
por ellnslrucl'lón el Jado
l' D' = l' D; cOIl¡Ún el

ni Jado PO, é ignaks los ¡\nglllos (;ornpl'l'ndidos POi'
dichos lados, Dc la .gll¡t1datl de e.los (I'iángulos se
dedllce la igualdad oc Jo. ¡\IIp;lIlos A°D' = A°D.
Llll'gO, la rcc'la A B, que fOl'ma eou la 1\ 1)' dlls
álll\'nJos an)'llccnles 19l1a.IeS y SIlI\lrllll'ntul'ios, le ení.
¡"'J'pendicular, y recípl'ocallll'ntc, la recta D D' será
p~rpendjcular á la A B.

o
A -,p,f----+=---- 8

Teorema 22,

4 O) ])~ 1m puulo darlo .ru~ra de lIlIa t'~cla, sólo
pucde bajarse lIna p~J'p~urliculm' sobre esta t'~cta,
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o

(Figura 32.)

Sea DO IIna pel'pend 1l"1l1m' ¡Í, la rocla A B. 1'1'0,

\ongmulo la rel'la DO; lomanuu on Sil prolungación
O \)' ~ () n. )"
\111 ¡tndo por rectas
HU plinto l'ualquic·
ra P .1t' la .\ 11, ¡Í

los plll1l." ni>',
fnrnlarl~moS (los
tl'iiÍ.I1!.!;111os U' O p,
II () P. '1ut' -lln A,---¡;p*I---t,'-------s
i~lli.\h·" pUl' ll'tll'r

ult Ún~1I1n i~llal

e I\lIjll'l'lltlidu 1'"1'
huI o'" 1'(· ... 1)('(:11\"(\..·

1I1\'l1tt.' I!.{ltall's, Lo~

<l1lg'1I1u" 1>' P () =
1) P () 1111 p"I'dl'n ser rectos. riles si Jo fllcran. los
lados J) l' ,\ \)' l' estarían ell línea recta)" cxi;tirían
(IIIS rcclas '1m' sI' corlan en ólo dos pnntos, D, O' lo
qlll' es nhslll'(lo. Llll'gu. toda reela II P Ihl'l'l'('nle ue
la D O, se á olJIÍt'lla respedo á la ,'ect(\ A B.

Teorema 23,

..11) Si de tm pUllto dado.fuera de una recta, se boJ.
sobre ena, /OUt perpelldicular y dife'l"(utcs "ólicuas;

1." La pcrpendicular es más corta que cualquiera
oUícna:

2.0 La,~ oblicuas cuyos piés equidistan del pié de la
¡¡rrpellCliculur, ,'01/ iguales:

a. no dos "¡llil'un.~ cuyos pie's distan desi.lJualmC'nte
,iI'l pie' fr" la 1" rpenrliclllar, es mayor aquella en gue
esta dista'/f'ia es mayor.
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1· Trazando tlll punlo 1>, la Ill'r¡ll')Hlil'ular lJ O J
la oul,cua 1> P. sobre la recla A fP ll'udrlÍ:

(Figura 3 .) [lO <' n P

o

"
mente' iguales, "
aquí )'cslula

Eu ef, Clo, pro)on-
gUPIHos la reda D ();
Lomemn~ t'll su pro·
lou~1H'i"'n ()[)' = IH 1,
Y trUt'l'1II05 la n~tlcl.

A--,P~---t°~--__B D P.

Tellf'mos a¡,;í for­
llIado:" dos tl'Üíllglllo~

[)' () P, n O P, lIUC

SI H1 iguales por tener
til):) lé.ulo:"l l'P~pe('linl_

igual el ilnglllo cOlllpreutlido. De

y como
D l' = D' p.

[) [)' < ll!' + P iJ'

que puede escl'Íbirse

2[)O<2D!'

[) O ~ !l 1'.

de I,t l'erpendiclllar D () á
la. recta ,-\ 13 1 ton~e·

111 ,~ :sol)re esta.

::!,' A partir del pié U

(Fi;¡ura H)

'0'

--l!!.....-I.---7-~\ 8

() \~ = 01',

r lrazando la~ oJ¡Jí­
cuas (l rJ, p n, de­
mO'.:itl':ll'emUS que,

QD = pn,
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\';11 ('re(,to, los triáugulo: D () 1'. no (l, .on igua­
]('5, 1'01' ten('r un áu!!;ulo n'clo formado 1'01' lados
reslJccli,"umcnle ib'1lé\les. y por cunsiguiellte

(~]) = P D,

3.. .\ partir del pié 0, de la pel'¡.emlieular DO
á la r('('la A 1\ IOIllC-
lun~ .... ohn·,C'slU, (Figura 36.)

O(l < OE',

y trazando las l' elas
(lll, P D, dcmoslm­
n'mus qne

(l I> < PD.

Para cil'llIostrarl'l, f',IP'k---oR..c....-- -j'0'-_"Q --8

tOIlll'mos soilrl' () P
lum long. () R = Del,
y tl'H7,ancl0 ht ohlíClIi;\
lt [) será

QD = RD,
'.

D'

porqul' sus piés están equidistantes del pié de la pel'o
pe.ndi('ula r.

Prolon!!;ancio enseguida la recta DO, y fOOlnn,lo
sohr!' la j1r()lon~at'ión°j)' = °D; y trazandn las
recIas ]{ D', P D', tendremos qm' por ser R un pun­
lo interior al triángulo P D D' (2;)

RD + UD' = 2H.D < PD + PD' = 2PD,
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l{ O = Q O, será

QO - PD.

42) COROLARIO l.-La distancia de un plinto á
ul1a recta está dada por la longitud de la perpelUlicu­
lar bajada del punto á la recta, puesto que ella e
In más corta que puede trazarse del punto á la recta
dada.

43) COROLARIO n.-De un punto dado, no puede
tmzarse sobre una ¡'ceta IllriS tic dos oblicuas i./fuahs
el/trc sí, pués una tercera qne parla del mismo !,nnto,
tendrá u pié más alejado ó míls cercano del pié de
la perpendicular, que los de las dos primeras.

44) OBSERVAClóll.-l.as recíprocas de las dife­
rentes partes del teorema precedente son ciertas.

46) J)EFlllICIÓ:>l.-Se /llll//fI l".iJar geométrico, en
Geometría lJlana, al cOl/juuto tle totlos llls pI/litas de
UII plano que gozan de una m;sma propiedllll.

Teorema 24.

46) Si se levanta una perpendicular en el punto
medio de Ulla recta dada:

1.0 Todo punto de la perpendicular equidista de los
exú'emos lit la ¡'etia;

2.° Todo plmto q1le se encuentre/uera de la perpen·
diCll1ar, dista desigualmente de los extremos de la reeta,

1.- Sea CD la recta perpendicular en el punto
medio 0, de la recta A B; unamos COII los puntos
A. B, un pnnto ,cualquiera de la recIa C D. Las
dos oblicuas M A, M B, cuyos piés equidistan del
pié O, de la perpendicular seráu ignales y el punto
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111 e(¡tlidi.ta. de los puutos extrcmos A y 13 de la
l' c:~

(Figura 36.)

"

A~------+'",..------;;,•

•

" .....
2,· Sea N uo puoto tomado fuera de la Pf'rpeo­

dkular e 0, y ll'aremos las n'l'tas A, N 13. La
l-ecta N A encuentra á la perpendieula,' en Ult [Junto
1', y si trazamos la ,'eeta P 13, tendremos en el triáu­
gulo PN B,

l' B < N P + P 13,
¡Jero

luego
A P _ Pl:.l,

N B < N P + P A = N A;

.' el punto ~, dista desigualmente de los extremo!
AyB.

4i) OBSER\'ACIÚ:>f,-EI teorema precedente puede
etlLln('iar~l' lél.m1Ji~1I1 t'U11l0 sigllB:

E/lugar .'Icometrico cle los 1'111110 'lile e'luidislan ele
dos IlImlos cllI,los, c. /11 perpmliclIlllr lemulada ell el
VIiI,lo medio de la I cela IJlle los u111',
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Teorema 25.

•

48) Le/'alltCll/lto l,rr}wlldh IIlarr.• por lo.• pUlllos 1Ilf­

dios de los Ireslados delll¡ Iridl/g/do. eslas se cortarán
ClI IIIl punlo er¡lIidi.lallle de los Ires "'-rlices lid Irilill'
gula.

En efl'cto, la perpendicular P (l. en l'1 pnnto medIo
del lado ,\ B. es d

(Fi~nTa 3'1.) Jl1~al' g-l'()nl(~tl"ico de
Jos pnutoo que eqlli-

" rI"tan de A, B. luego

(') 0.\ = O B;

•p ln p,'rpendicnlar l'O,

pn 1'1 pllnto merlio
dI'! lado A r. es el
Ill~al' grOlnétl'ic:o de

< los pllntos qUl' l'qni­
distan de A, e, luego

üA - OC;

y esta con la (1) dnn

OA = OH = OU.

Siendo OB = O C:, la perpeudil'u!<\r le\'allt<\da en
el punto "1, medio del Jado BU, debl'l'á pasar por
el punto O.

49) 1)EFJ~ICIÚN. - Se llama Iridngulo mldIIf//do,
al 'lile tiene un án(:nln rerto; el lado opllcstn ¡i c te
Í1u!(lllo se llama hipotenusa)' los otros dos lados,
catetos.



(Figura :lB )
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Igualdad de lo ll'iáll(Julos I'cctánoulos.

Teorema 26.

60) Dos trilÍlI/lldo' rrrtál'l'i/os sal! igllllles, cuan·
do tirllfn i.'lwr/, la hipoltllll'a y ulllÍllgulo agudo.

ean A B () J' .\ B C', dos triángulos !'e ·tángulos.
Estos do, t riánglLlos
serán i~lIales. si tie­
nen ignal la hipote·
nnsa. a = {l', y uu
ángulo agudo C = C'.

En llft.'l'tn. tra..-;por­
ternos el trj;in;.;" lo
A'B'C' sobre el .\B e,
de modo <¡ue la hipo·
tenU'l\ a' se aplique
sobre la a, para lo
cual hl\remos coi nci·
di!' los puntos 13', C',
sobre los B, C. El lado b' tomará la dirccejón del
lado b por lit igualdad de los ángulos e .1' C', y
el lado c' perpendicular al b', se uplieuní sol\1'e el
lado c que es IwrlWudiculur al lado b. Por roosi·
guicnte, los triángulos A II C, ,\' B' (j', qno coinciden
en toda Bu extensión, sun iguales.

Teorema 27.

61) Do,' triánglllos reclállglllos son ~'luales, cualldo
tienen iguales, la hipotenusa y un catcto.
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1Figura 3D.)

62

Bean A BC, A' B' C', dos u'iánglllos rectángulos.
Estos u'iáuglllos serán igua­
les, si tienen igual la hipote­
nusa a = a', y un cateto cual-
quiera, c = c',

En erecto, trasportemos el
u'iángulo A' B' C' sobre el
A B C, de modo que el cateto
c' se aplique sobre d cateto
c, para lo cual harelllos coin·
cic.!iL'los pllnlos A', B', sohre
los A, B. El ,'¿¡lelo 1/ IOIll<u·á

la c.!ire, e:ón del caldo b por'
que los ánl,ulos A, A' sonl'ec­
tos; y la hipotenusa a' se apli­

cará sobre la hipotenusa a porque esas dos lineas
iguales son oblicuas á los lado b', b, y sitnados del
mismo lado de las perpendiculares B A, B' A'. Por
consiguiente esos dos triángulos A B C, A'13' C', que
coincidell superpuestos, ell toda su extensión, son
iguWll8,

•

'teorema 28,

52) 1.0 Todo PUlltO de la bisectriz de 1m ángu/IJ
equidista de sus lados.

2,° Todo punto tOlnado fuera de la bisectri.tl de l:tI

ángulo, no equidista de sus lados.
Lo-Sea AO B el ángulo considerado; EE' su

bisectriz, De un punto M, cualquiera, tracemos las
pel'pendiculares M C, M D, sobre los lados O A, 013.
- Los tl'iángulos rectángulos M O C, MO D, son
iguales, por tener eomlÍn la. hipotenusa, é iguales





pero eu el triángl,10 1')1l>, cs

PD < P~l + )[D

ó lo que es lo mismo

PD < 1')1 + )IC - PC

por consiguiente
PD<PU

L. Q. D. D.

Pero por ser P D > l' Q. sil'nllo P D oblírna y
P Q ¡¡erpendicuhu' á la misma recUl, trazadas de un
mismo punto, resulta

PQ < PC

Teorema 29.

...!~ \.•.............. . ....
A,~-- --'c

6

(rigUT. 41.)

63) Las bisectri('es de lo cíl/gulos de WI triál/gulo
cUllll]lIic-ra, se cortall 01 UlI pUldo que rqllirli~tct de
Slt~ lados.

'l'razando las bisectrices de Jns ángnlos Ji y C del
triángulo Ji B C, estas se corlarÜn en nn punto O.

f'iendo 0, un plln·
lo de la i>i"cctl'iz
,\ n eqnidista de
¡os lado, ,\ C y
•\ B; J)('ro ('omo
también ('S 11n pun·
lO de la hi.clriz
l' n, cquidista de
lados .\ e " e B,
y hll'~O. l'i pnnto
n. e'lnidblante dc

los tres lados del triÚnO'nlo I\l'rtencccra lilllll,¡én á
~ ,

J ¡~ [.iseclriz del tercer ángnlo 13.
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(Figura .6,)

~-.

A-_--_-.:../-J.'
" --'~,---

'0',_ •• '& '

~..-- ,
/' I .~

C~'.~L4-·--
~j.__./6'~I ....

1" = o.
Se ha eom-en ido

eJ'l dat' á t'stos oclw
ángulo... considerados entre sí, )0-; nomUl'e- tii¡!uientes:

L-TEU:O;OS á los cuatro ángulos que resultan entre
1M reela~ A !l. r,!J,)' EXTEItXO~ á lu otros cuatro;

IIna 1lt't'l'enclic'ulnt' Ú la ;,\I:X la cual eoiucicliní ('<ln
la e [) plll"S por hipr'tlC..,i" t's(it es paralela. á A U.
Lueg-o, h, recta ~[~- l't'rl"'llIlil'lclar á la t'ceta A B,
Jo es tamhién á su paralela e.: LJ,

61) CORO!.,\IUO.-Dos netas A B, C D pardeo
las ri IIl/a trre' ra E F,
son ¡Jaraldas cl/tre sí.

Pllt'S :-;i h recta
)[ ,- l' <,s lll'rl'l'UUiell- • --11"'''' _
lar á la t'cc!,\ E F, lo r - 8

sení tamhién á la... e IN

C D y •\ Il CJ 1Il' le 1"-----O
on [laral<'las, ~. hit'- t"

e.: -----~go A n~· l D senín
paralelas (.'nll'e sí.

(\2) DEFI:\ICIÚ.·,- Cuando uos líneas I'e 'las A B,
C n, sitnad"s en lln plano, se cortan por una lL'ans.
yersal \[ K, se for­
man alrerkdlll' de
eada flunlo de en·
cu('ntl'O cllatl'o i;Ín~

gulos, ,'n general
dos agudos .r do
Oblusos L'C -fl,'eltl-a·
mente ignales en­
tre SI, pOI' opuesto
pOt' el I'érlie,'. Así,
«='(, ~= ¿; '%' =/1
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ALTRR."OS TI 'l'ER~OS tÍ. los Ún~l1los i lt('1"1l0S no

adyaccntes, de uno y otro lado de la ll'anwel",a!
L'; tales son lo, " J r, W )- ';
,\LTER,-OS L'TER,-OS á los ángulos externos no

adyacentes, de uno J otro lado oe la tnuls\'cl'sal,
tales son los , y ,', ~ yo'.

CORIn;SPO,'D1'E,'T~S~ dos án~ulos no adyaL'cn,
tes, uno inte'mo J otro extemo. "olo"ado. del mismo
lado de la trans\'ersal. tales ,on , y .. , ~ J ~',

'l Y ji, o ~- t}1.

Cou las oenominaeione preceoentes, podemos
ennnciar el teorema. que igue, (,1 l'lla} se refiere nI
ca, particnlar en que las recti! A B Y C D on
paralelas.

Teorema 33.

63) Cuaudo dos rectas paralelas se cortan por
ttlla tranS¡'crsal cualquicra. se ¡:aijica:

1.' Dos án!Julos alfc?'lLOs intemos son iguales;
2.' Dos ánglllos alfemos e.rtanos son i,r¡uales;
3,' Dos án[}lIlos corre :pandientes 5011 (I1ual(' ,-
4.' Dos áll,!J"los interno del lIIismo lacio de h! traus

tJ'rsal son slIplelllentarios;
5.' Das (Í 1I.'llIlos e.rtemos del mismo lado de la

trallsrersal so/! slIplcmentarios.
Pm'a demostl'llr este teorema, consideremos dos

rectas paralelas A B, C D, corladas por um\ trans­
versal;\1 ,en Jos punto' m J 11.

Por el ]Junto medio o de la recta 11! n, trae'cmos
una perpendicular o a ála rec[;t A n, lil cual prolon­
gada, ene'ontrlU'lÍ lÍ la cn en el punt(l b, iendo tam­
bién ]1erpeullicular á esta recta. De este modo,
habrellJos formado dos trilÍngnlos l'l'et{,ngu]os oa 1Il,

o b 11, 'lne son iguales, pues tienen ignalla hipotenusa



,~,

om = on, por ('(I11sh'ut'cibn é ¡("'Hales los áng 11o~ ('o
el punto o por "]>nc,tos ]I"r <'1 \ c'rli('c. Oc la igua.!-

A-----t ---:;,L!!!m-__ o

o

C----:T'--+_
b ---o

N

B

(FiKllln 'J8,)

dad de e. to triángnlos se deúllcc la igualdad de
los cíngnlos aherno '·internos a m o - uno. L()~ otl'09

dos ,\ng'1I1os alternos·interno. B 1/1 o y C n o son
tambión ignalcs por suplementos de los anl<'riores.

Con.trll}amos la figllra, designando con ja misma
letra los ángulos iguale., y re('ordando que los ángu­
los 0lllleslos PO)' el yért ice
son iguaJes y que los án-
¡rulo 'Hlya('entes son su- M

plemenlm-ios,tendríamos: /p ¡!,
Li;\, simple ino;:pC'{'ci6n A' ~,i-I .' \dI

de la figura nos dice: u Iti • ,
qne son iguales entre sÍ, í /
los ('nafro tlng-nllls H,!rll- t- ' - ...~-----o
dos, lo lllismo 'lile Jos n/ 5

.cualro 6ngulos ohtn.. us N/
)' que salisfeclJ<t IIl1a de
la cinco condidone. d,,¡ enunciaúo, quedan también
satifcchas las otras cuatro.
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Teorema 34.

1-

e

o

(Fignr:l 40.)

B

b4} El teorema recíproco del precedente, se­
dnunt'Ía a í:

Si dos r 'clas, situados PI! /111 plano, se corlml 1)""
ulla tra/l,rcrsal y se vf!rijictl U/lll de l'Is ci/lco colldi­
cioncs siguieutr.•:

1.0 Ser igutll,'s los ángulo.. alteruo.• internos;
2,· Scr igllllles los ángulos alteruO' e.rtemos;
3.· Ser ignales lo.. fÍngulos corrcspol/dir nles;
4.· Ser suplemeutarios lo.• iI¡temos de 1111 mismo

lado de la trausrers"l:
5.° Ser snplcillClltar¡o.• lo.• fÍl/,'IulOS exlemos de un

mi. mo lado de la trcmsl'f'l'sal;
Las otras cllatro qlli'¡{l/rfÍn ""tis/echas y las dos

rectas serán paralelas entrr ..¡.
Para demo tI'arlo, cou 'itlcremos dos reck1S 11 B,

e I l. codados por la
tmnS\'crsal MI n lns
I"tnlos P, Q. Snponga­
mos qlle lo ángulos al­
ternos·inlemos scan igua­
Jes ~==!l', y tl'ncemo. por
el plinto Q, unn parale­
la lt la rce[¡t .\ B; omo
e~tH. !'t'da, que lratamos
de l!'azar, debe formar

con la u'ans\'c,"al'y la recla .\!l, iÍngnlos alfemos­
interno' iguales, tendrá qne coincidir con la rccta

• Luego las dos rectas A n, eD, son paralelas.

M

Teorema ~5,

Dos ángulos que tienen sus lados l'spectiva-



(iE(»)lFT\~'.\ 1· LE'! L '1'.\ 1, 1;1

(Fi~,trn ¡¡O,)

mente ]umt7dos, son guales, cuando ('ad,{ Indo de uno
fs/Ii rliri.ljido eh el mismo sel/tido Ó 1'1/ ,~enlido contra­
1'io df' ,oeJa 'ade d 0"'0, Eslos 1Í1/,ljldos serrin suple­
1/Ientarios "/tanda dos de sus 1(IIIos til'¡¡ 1/ /a misma
direceió" .'l/os 011'0 dos, direcG ¡¡ ('()I/traria,

1.0 - Los cLngulos

"•

H-¡'---_-/....LA Be =.

DEF=lIE(}-~,

y

que tirnen 511 lauos parale­
los .í dil'i~iuos, los UOS, en el
mismo sentido ó en sentido 'fl~'---~-__c
':ollll'al'io "'011 iguales.

En efecto, ~e lifl'ne en la figura, !l = T, por rorr"s­
pOll/fiel/tes entre las (lHralela••\ ll, D G, cort<lua, por
la tl'<lILyenm) U C; p<"I'O 0; = ~, por altl'nlOs.int{'l"uos
Ó por corres}Jo'ltli Ifl,'s entre la. panllela. Jl F, Be,
cortadas ¡Jor la lnul"er.al D G, Juego

• = ~

2.0 - Los Únglllos (Figura 61.)

que tielll'll J'P")H.,{.¡"nlllll'llle

dos de Sil' lados en la. nÜtilHil

dirección y lo. otros dos en
dil'N,'ción contraria, tion su­
pJemen tario>'_

En efccLO, tenclllos :t = Y,

y

GEF=IIElJ=o

A 13 e = "

IJ

81-"---*~--C

pUl' correspollllientcs;



r suplemento de l, ]101' illtll"II08 de un mismo Indo de
la ll'uns\'ersal D G, luego ~ e, snj'lemenlo dc "

Teorem. 36

(6) Dos ángulos que tiellell sus larlos re,opertiva­
m'nte perpflldiculares son iguales, si lo dos SOII a!Judos
li ohtu os, y 011 suplellli'ntarios, si UIIO es agudo y el
otro obtu O,

1.· - Los ángulos, de la misma especie,

(Figura 62)

F A
A

~/
O'

\". •( e

• e

..ti H e = a,

DE)<, = ~,

que tienen SItS lados 1'es]Jcctimmente lJerpendiculares,
~Oll ¡!J1I1111's e¡tlre sí.

En erecto, t.racemos por el punlO E, las rectas E O'
paralela á l3 O, y E A' paralela á B A, entom'es el
ángulo A' E O' = o; pero los ángulos D E A' YFEO'
son reelos, luego

~ = ~,

por ser r.:omplementos dc un mismo ángulo F E A',
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2.0 _ Los áU.fJulUR
(Figura 63.)

ABe =',

61

í
8

)
~ ¡, ,l',-

el

B e G

oE (; ..:= ~,

que ti~I¡e1l SIl' larlos resppdi
1'alllente perpe"diwlarcs, sil'lll10
11110 de estos állglllos aglldo !I
el 011'0 OUII O, SO" sllplelllell'
tarios.

E" efecto, prolongando el
JaLlu (1 E ell E F fl"ldl'elllO:-.

el áll~ulo ;~ que ts ~ I1plenWI1LO

del 0, pero hl'III(J~ \'i~lo que ';l _ ~I

Cl e9 suplementu ud állgU)CJ ~.

ei d.tl¿ltio

Teorema 37.

67) La J)l/ralela ri /In laJo de Ill! (,i,jllgulo cualq/llP
"a, tirarla Jlor pi pUlllo de Pllcue,tfr" de las biseclnws,
es igual á la Sltllllt di' los Sf'glllwlos (/(/¡¡acentes á "ste
lado, qlte aq(w/la delcrlllll/lL sobn' los otros d,»

ConsldeJ'ulluÚ el triátlgulu A l:S el tu ~1110S, l¡Uf el

(Fil.-"llfR ~~)

9

punto 0, de encueutro de los bisectnces, la recIa



6-1, GEmIETRf.\ ELE)IENTAL

~I .' paralela al lado A e r demostrm'emos que,

MN = A 111 + Ne.

En efecto, los ángulos " ~, son iguales por alter­
nos· illt'7l!OS entre las paralelas :M N y A e, cortadas
por la transversal A O, y como esta última es bisec­
U·jz del ángulo A, el triángulo A:M O es is6 cele,
luego

(') YO = A.M.

Análogamente vcremos, que los ángulos r, a, son
iguales entre sí, r como e o es bisecu'iz del ángulo
e, el triángulo eNO es i56 ceJes, luego

(') ON=Ne

Sumando Jos (') Y (') resulta

1.10 + ON = ],1.' = AM + XC

L. Q. D. D.

Teorema 3/!.

(8) Las bisectrices (le dos ángulos que tienen sus
latlosp,¡ralelos, SOl! paralelas óp ¡pelldiwlares entre si.

l.0 - Los ángulos A B e, J) E F, son iguales por
tener sus Jados respectivamente paralelos y dirigi­
dos en el mismo sentido. Tntzando las bisectrices
B ~l, E L, de estos ángulos tenuremo ,

ABe
-2-= •

)' tall1 bién • = ~.

DEF
-2-= ~,
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Prolonguemos la ui-eclriz TI ~[, que formará con
E F el ángulo ~[S F = «, por CO/TCS1JOndielltes, pero

M

L

(Figura 66.)

O

---'-:':L..-'---~~--r

& i.--.:'-- _

u = ~, luego las hisectrices B)[ E L son paralelas
enlre sí, pues rorman áugulos corrcspOlldicllte$ iguales.

2.. Los ángulos ,\ Be, n E!l, son suplementa­
rios; la hisc('[riz X R es perpendicnlar Ú la EL (19),
siéndolo lambié.l á su paralela 1l)1 (59).

OBSEll\'ACIÓN. - Lo mismo sucedc con respecto á
las bisectrices de dos Únlinlos que ti nen sus lados
l'especli vamen te pel'pend iculares.

Teorema 39.

69) Si por los t'értices de 1II1 (¡-¡ángulo cualquie1'O,
se trazan 110raldas á los lados opucstos, se IOnizará
fm triángulo cuádruple 1M propucsto.

En efecto, siendo A B e el triángulo propuesto,
tracemos por sus vértices paralelas á los lados
opnestos, las cuales, cortállllo e do á dos, forman
un triángulo )1 X P.

I
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\

n

(Figura 66.)

Siel1llo C P paralela ul Jado\ n, por "on't1'n('­
('i6n. sel"fí (="1 tí n~lI­
lo JI - 1. )101' al­
ternos - int(,J"llOs; ,,..
,"'ndo JI l' ]1am]~­
le. tí A C, ~l'nt el
cíngulo e = "f por­
la misma 1';1Z(II1;

lll(.·go los h'l;ín~u­

lo, e Jl P J .\ II G
(¡tU.1 t¡t'llell ('omÚn
el lado B C é igu<l.­
!PS los Úngnlos: ad-

H'-----~cL------'~ .'·lll'l'ntes, son igua-
les entre sí. De

nna mnní'l"\. an<:\1o~n demostl'HI'l'lllOS que' los trián­
gulos A _. B y M A C son ignulcs al A B e, por
r.onsiguiellte

MNP=ABC CBP+B A+AIIC=4ABC

y el triángulo M N P sorá cuádruplo del propuesl()
ABO.

Teorema 40.

70) Lrr,~ prrpendiclIlares trazadas de.wle los I'frticl'S
de un trilil/[II/Irr cualgui.aa, soure los lados opllestos.
conCllrrrll CII 1111 plinto.

Por los ,('rti"es A, B. e d..1 tri¡ío~ulo dudo,
trlH:emos paralelas it 10' latlns OIHl(-'''tn'''l formando
así el Il'iÚngulo auc. Los lri¡lugulos pltl'ciales
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Teorema 41.

71) La SUlIla de los tres ángulos ele un tríállgulo
cualquiera, es i.'Jllal á dos rectos.

Por un vértice cualquiera e, del t.riáugulo ABe,
t.racemos una paralela 1\1 N

(Figura 60.) al Jado opuesto y tendremos

B =~,A = 11,

por a:lterllos-internos respecto
á las paralelas AB, 111 N, J'
á las transversales A e, Be.

Pero la suma de los áu.
gulos formados en un punto

de una recta, vale dos ángulosde un mi<;mo lado
rect.os, enlouces

• t e + ~ = 2 rectos,
y lllego

i\ j e + B = 2 recIos,

72) OOllOLAllIO I-Pl'olongando el lado AB,
t.endremos un ángulo Be D, es decir, un ángulo for­
mado por un lado B ey la prolongación eD de ot.ro
lado, que e llama ángulo e:rterior al lrián¡(ulo.
La inspección de la figura anterior, dice que

áng-. B OD = • + ~ = A + B.

Luego, el ángulo exteriO)' á /tI! triángulo, es igual á
la suma de los dos állgulos interiores no adyacmtes.

73) UOllOLARlO ti. - n triáugulo no puede
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tenrl' más qne un tiolo án¡!:ulo "bluso (, rrl'lo y l()~

otros dos ll.¡:'ndos, Los ángnlos agudos de 1In triá1lgulo
n'cl(;ín~ulo ~nn (·ompl('mentnt'Ío~.

74) COIlOL.ll110 III.-Cada ¡\ngu]o dI' nn trián·
gulo pqllilcítl'rn <.~s igllal á )0, I de un tÍngulo l'Ct'to.

75) COIlOL.IIlIO 1\'. - bi dos ¡\1Iglllos dI' 1In trián·
gulo son i.~ual('5 I'e~p('~·ti\"amenh· tí. dos Úngulos do
otro tri{ln~1110, los otro' dos cíngulos s(,l'¿ln iguale'
entrc til, por snplementos de sumas iguales.

Tborema 42,

76) [/( SI/tila ele 108 IÍlIglllos de 1lI/ pnlí,,!ollo cmll'e.rn,
es i.'flla/a fallfas reces dos 1Í1I.fJllln.~ redos COIIIO lacios
fielle mellos dos.

Sien,]o .\B CU F. P, el polígono dado, tr¡l('emos
por el I<"tice ,\ las diagonales á lodoti los I'él'tices,
eseepto ¡\ los Il ,1' P qnc
aquí C'stcln ligados al 1\
pm los lados .\ B, ,\ F,
Do l'~t<." 1110do ll'ntll'l'lllOS

descom¡Jlll'slo r! l,oligo,
no en tantos lriclnp:llios
ponto lados j ¡ene m('n(l~

do. Pero la. suma de
los állglllos dr! llOlí~o,

no es iguul ~t la f'illlliil

dI' los ánglllo:; de todo:;
los tl'i¿lJl~ulns, 1I1e~() Sl'·

l'á iguaJ ti tan tas n;~('es

do:; l'l'clos ('omo S(',1 el nlÍm('l'O de tl'i¡\ngu]os, Ó

igual Ú tantas "eces doti rcetoti como lados ticne
Illrll0S dos,
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De otl'O mouo - La 8uma ue Jos ,íuglllos de cada
11110 de los triángulos componentes A B C. A C D,
A O E, A E F, es,

(l + «' + IX" = 2 recto' t

~ + W+ ~.. = :? rectos,
y + y' + y" = 2 rectos,

¡¡ + .' + o" = 2 rectos,

y sumando estas igualdade , miembro á miembro,
resulta

(. + F+y +0) + '+(i' + ~.)+ (~"+y'l+(y"+.')+'"

= 4- x 2 "IS.
ó bién

A + B + e -r D + E -+- F = (6 - 2) x 2 rts.

L. Q. D D.

77) COROLARIO l. - Siendo 11 el mlmero de lados
de UD pollgouo, la suma de sus ángul08 será 11 - 2
"ec& dos rectos, es decir. (n - 2) x 2 l'tS. = (211 - 4)
Iectos.

78) COROLARIO n. - La uma de 105 ánguJ08 de
un cuadrilátero es igual á cuatro ángulos I'cc'tos.
Luego, si todos los áugulos de un euadriJátero son
Iguales entre 5(, cada uno de ellos será recio.

Teorema 43.

iO) La suma ele los ángulos exteriores c/e w¡ po iyr
flO ronl'exo, es igual á cuatro á¡,gulo recio.

ti¡eutlo A BCD E el polígouo dado; prolon~llc,
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nlns su. lados en un lllismo sentido formando así
los áng-ulos ~xterinres del pnH¡(ono. Tomando un
1'unLo interior o y tirando por este, "aIT,'('ll1S á las

(Figura 01).

/'. .p

¡;
.~_-:-_c

()t" , \P
..... . r /1;;0'---"><--

o
;

'. \
ó--I

\

prolongaciones de los lados del poHgono, formare,
mos alrededor de este punto, todos los ángnlos ex­
teriOl'es cuya uma será

.+~+y+8+í=4rts.

Luego la suma de los ángulos exteriores del poli­
gono convexo, ~s igual á cuall'o ángulos rectos.

80) ConoLARlo.- Un polígono convexo no tiene
más de tres ángulos interiores agudos, pues él no
tiene más de tres ángulos exteriores obtusos.

81) Se llama polígono equilátero el que liene
todos sus lados iguales, y polígono equiángulo al que
tiene sus ángulo iguales.

82) Se dá el nombre de polígono regnlar al que



f2 GEO)IETRIA ELE~IENTAL
-------- --------

tiene SIIS lados y ángulo iguales, es decir, al que
es á la H'Z l'qllilltlerO y equiángulo.

Dos polígonos son equiángulos el/tre si, cuando
lodos 105 ál1glllos del primero son respectivamenle
igllales á sus J¡omóln.lJos en el segl1ndo.

Cuneh' i1átcl'os.

83) CII{/,lril,;tcro es 11Ila figl1ra terminada por
Cllclll'O J'l'(:la~ que ::oC cortan do á dos.

A B eu es 1111 cuadrilátero cuyos lados J ángulos
60n todos dIferentes. [l"ig. 62).

A

(Figurn G2.)

B

e

(Fignra 63.)

cL.-----~C

o
Si 105 lauos son diferellles pero dos de ellos 51111

paralelos entre sí, el cLlad"ilátero tOllla el l1ollllJ.e
de trapecio. Los lados p¿1.ralelos A TI, e D, C llamall
bases del trapel'iu. (Flg. G:J).

(Figul"l\ (jl.) {Firilll.l (¡ó'

A~B

n~~

Si los lados opue tos de UD clliull'ilMero 5011 pa-
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rnldos dos á dos toma el nombre de lJaralclagramo
Ó romboide. l1"ig. 6...)

El l'nralelogramo cnyos ,íng-ulos son rectos, se
llul1Ia rectángulo. (Fig 6'1.)

AD6

o e

(J\;m.l (.ji.)
A

o

e

El l'l'dÚn!:1I10 que tiene sus lado iguales, se IInma
cal/time/o. Fi!:. o6.}

Si l'1 pnmlelogramo tiene sus cuatro lados igu3r
les "em nn I'l'clos SrL ángulos, toma el nombrc de
)'O/lIbo Ó losal1.r¡r. (Fig. 67.)

Teorema 44.

I·'>.!.~::;;;¡BT"-
L ~~ 1

& 'v.~
D -- 'C

b·l) I,os lar/m opllestos e/e un paralelogramo
ifjllfll('s así COI/lO los ánglllos o}Jurstos.

Tl'azando In diagonal (Figul"fl 68.)

A e del pHl'nlelogramo
A BCD, lo lell<1"l'11I0S di­
vididn en do' I"i,íngulo'l
1\ B e, A el) que ,on igun·
1<" pOI' tl'1l l' l' el lado A e
l'( mÚn )1 lo:) <lngulos

son

:1 = o,
~ = Y.

1'"" : 1Il'I'.III' i '1 1'110 entl'e los Indos I'ul'ltlelns de
la ILlIra.r la llun:-ó'"ersnl :\ c.



Lup~o el Indo A B 0l'"eslo al áo~nlo y PS ig'ual al
larlo [) e 0p"pslu al ¡\ol';lIlo ~; el lado He opllesto
aJ ;ingJlln '2, t·~ 1~lIal al laoo r\ U 0IHll"~tn al állg'ulo o.

De la ip;llaldad ue los LJ'iáoglllos \ II L:, A e D,
¡'esulla qllt' el ÚIl~1I10 en B es igual ni Ün~lIlo en O
por r¡ne . e 0"00(11) al mismo lado ,\ B,.y los ángulos
en A y e ~on lamhién igllale~ entre 'r, )Ior ser
• + ~ = r + 0,

S;;) COHOI,A ¡UO 1.- Las paralr'las A S, De, com­
prcndidas elllre dos "celas paru/(Ius ,\ D, E L:, san
iguules,

T.'orema 45.

86) Un clladrilálera cuyo lado., Ó állglllas aplles­
tas ,un igllales, CS IlIl purultlagrama

Lo-Si en el Clladl'i-
(Figura 69,) Ját.",o A BCD, e 'el'j­

(kll, qne

A II = O e,

A D = EU,
lo lauos opuestos de

eSlt' 1'llf\·lnHlh'l't1 :-.enlll pi.\l'alvIos.
~n ell't"I{J, trt\eellJOs la diagonal A e, teniendo

así romIados do, tri¡íllg'IIJo' A Il e, ,\ u D, que son
igllales pOI' t<'nel' su tre lados I'l'Speetilitlllente
ignal,'s (3~), euLonces el ángnlo • es igual al ángulo
0, pOI' opuestos á Jos lauos A D = E C; pero e tos
ángulos :,UIl altl'rno· illlel'nns J'espeelo Ú ]a::; rectas
A B, D U, cortadas por la tmns\'ersa\ A e, r Juego
estas rcetas "crán paralelas cnlre sí (6.J.), ,\n¡\loga­
mente (lrounríallllJs 'lile A D y B C son paralelas,
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íó

(Fi~lIrn 70.)

2.· El cuadrilálero A BCD cuyos ángulo opues­
tos son ignales, es nn paralelogrmno.

En efeelo. flor hipMesis, la uma de dos ángulos
con eeutin". eu .\ y en B, es igual á la mit<H1 de la
suma de los ¡in:::nlns del cnadrilátero, es decir, igual
á dos ánp;ulos reclos_ Pero estos ángulos son inter­
nos rl'spcC!o ,í las dos líneas A D, B e, y situados
del mismo lado de la transyersal A B, luego las
reNas .\ D Y B e son pro'alelas (63)_ Am\logarnenle
demo,traríamo qne A B es paralela á D C.

T30rema 46.

87) ['as dia/IO/lr:le de 1lI1 pllralcla.r¡ramo se cOl-tall
11111111al1/1'/lle rn partes i/lllales.

S,'a A]\ GD l'i parale­
lo:::ramo Y' O el pnnlo de
intl'rs,'ct'iÚn el,' sus dos
diagonall's. Lo:; lI'iÚngu.
los A O B, II O C, son
ignales por tener: AB =
U D, por lados opueslos
del paralelogramo; los
ángulos' = 1 Y y = ~~ por alternos-mIemos enb'e
las pm-alelas A B, D e, ('orladas por las u'ans"er­
sales A e y D 13, )" In<,¡ro

A o - () c,
DO-Un.

L. Q. D. D

88) CoROLARIO. - Si en UII cuadrilátero, las dia·
gonalp5 se cortan 11111111/Hwnte en parle.'! iguales, la
figura es /111 paralrlOfI''W/lO_
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pI plinto B pprlCIIPCI'r1, " la l""'¡"'ndiculal', tr:1I,ada
en eo el pllnlo medio de A c.:, POI'

ot.ra parte, iendo (ngura ;2.)

B

o

A

An = DC.

~l plinto D pertt'n"cerá lalllbil'n á
la mlSlIl<l. I'erpenniclll,u', 'lile <c
ronfllllninl. por consecuencia C(ln
la dw¡::onal B D,

Rcdprocamp lllP. si rn un parfl·
Irln.qranlO, las din.r¡onales .<on W"­
l""ldicularr.. cn/re ,i, 'r¡ fi.r¡lIra es
Wl, 'rombo. Pues ~jcl1do la 1ig'lIl'a 1111 p¿11·;¡1 ....1ogrnrno.
t.endrPlllO O D = O B y J111'1(0 .\ n = A H,

93) COROLARIO. - Si C'Il 1m cuad,.,lfÍII'rn.la.< dia­
gonales se cortan //lu/uamenl, rn parte.s i.'llIlIles?l SOII

perllendiculares entre sí, la fif/uJ"a es un '"QIn!Jo,

Teorema 49.

9·1) Las diagonales ele. IIn cuodrado "0'1 IÍ la rez
iguales entre. sí y }JI'I]Jendicullln',<

Esto resnlta de filie nn cnadrado es á. la \·C7. IIn
rectángnlo y nn rombo,

P..ceíprocamentc, si en Ul! pamldo.f/1'<llllo, las ¡{iago­
¡ut/es son á la vez i.'llloles y perpellCliclllw cs el//re sí,
la j(f/ura es un cuadrado,

U5) COROLARIO, - Si f"I¡ un clI(uhiliíln·o. S"" d,lt­
gonltle.s 011 iguales, se cortan ell partes 1,'111111, s y snn
perpendiculares cn/re sí, este cuadlllátcro cs 1lI1

cuadrado.
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Teorema 50.

n

(Figura 73.)

96) Las bisectrices de los án/llIlos de Ult Cltlldri­
hilero, se corlm~

forlllando 11>/ se/flm'
do (//lIdri/rilero el¿-

,l/OS án/l/dos OJlIII'S­

los SOIl IIjJ/tmcnta­
1'i08; cuando cl cua­
drilátero }Jrnpllest~

C'~ 11// jJaraldogra­
"10. el se,qllllllo cs
1/11 recfá.I/lttlO.

1.n-Las biseco
f I'i('p~ de 10$ ángu.
los de 1111 l'lIa<ln

látC'I'o cualquiera ,\ BCD, se ('Orlan rorlllando el
segundo cuadrihítero ~l Xl' Q. y )['llllando -, ~,r. s,
Ú los ¡Íngulos dl'i primero, tendremo< ell 105 triángll'
los eQB J A K II

¡Íng l' Q ~I - 2 rts

áng.
« S

~I J\ l' = y rls - 2' - 2'

Sumando las anteriores iguillclacles, tendremos

a + 0+ "+0
á l)O'I+··"~)XI'-'" - ,np;. l:.~l c-llle-"' ~ - '"t Il~. - 2 2 rts.

a+~+y+o
pués la suma 2 de los ángulo<

riorps del clladl'llálero, es Igual ¡Í 2 reCios.

inte-
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2.· Si la figura A 13 e D es un paralelogramo, dos
d<' sus (íUglllo~ :j\l{'csi,'os ~On

suplementarios, de modo que (Fi~urn ;4.)

{l~\
A '"

,.'0( N \

\po
D

1 rto.

a + ~ = 21'l..... j + ~ = 2 1'ls.

Pero
'X '~

áng.•- ~I B= 2+2=
,

áng. Qr D = ~ + §- = J 1'10.

luego. los ángulos ti ~[ Q,
1'i P Q, qne son snplemento
de los anteriores. ntldl'án
1 recto} la üglu'a ;\[ X P Qserá un rectángnlo.

Teorema 51.

97) Si por las extrcmidades d" cada dia.fJonal ele
U/l cuadrilátero cualquiera, se trazan pal'lllelas á lil
otra, se formará /lit paralclo[Jl'llmo clJuit'lllente al doble
cid cuadrilátero.

Scan A U, B D, las diagonales elel ('uaelrilútcro
A 13 e D; 1\1 N P Q el pUl'a-
lelogrumo que resnlta u'a- (Figurn 76.)

'l.ando JlOl' lns I'érliccs pa· MI.--_--,B~------:IN

l'alela~ á ]ns diagonales, ~I
El paraklogramo ;\¡:'l

PQ, se¡'rl.. fOJ'IlHldo ti l ('lW."

U'O paralelugralllos parcia. ~ f'\ _ e
les AOlnr, !lO '. '. COD1' I ./
l) O A Q, cu}as diagonale" Q''------'':D~--~:P

.\. B, 13 e, e 1>, D A, son
los lados del cuadrilÚtero dado. Estas diagonales
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j¡viden á caua paralclogl'amo parcial en dos trián­
~ulos iguales, luego

A O B ~[ = 2 A O B,
B Oe x = 2 11 () e,
eO oP = 2 e() u,
D O A Q = 2 1> O A,

y sumando tendremos

j\J N P Q = 2 A 13 e D,

es decir, que el paralelop;mmo :11 N P Q, es igual al
duplo del cuadrilátero A 13 eD.

98) Se llama centro ele figura ti. un punto tal, que
toda recla que pasa 1'01' él .r termina en el perímetro
.le la figura, e. d,,'idida por el punto en dos partes
'guale. La ll11er,ecciún de las diagonales de un pa­
ralelogramo e -u centro de figura_

Ejercicios.

Teoremas á demostrar.

'fnl.-bvtLOS. Lo-Si en un t"iángulo A Be, se
;raza por el punto medio de A 13 una paralela DE
á l:l e, el punLO E en ~ue encuenU'a al otro lado es
,u punto medio, J O E = 1 13 C.

2.0 - La mediaua A O de un triángulo rectángulo
an A, es la mitad de la hipoteuusa.

3.0 - Cuando en un triángulo .~ l:l e. rectángulo en
A.. la. hipotenw,a l:l e, es dohle oel Ia.do A B del <Ín­
lU lo n'cto, el ángulo e cs igual al tercio de un
:ecto.
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4.' El I\ng-nlo 1> \ n ,le la mediana y do la altnra
{le un trifíll.~IlI(l J'e('tC:Íll~l1lo, e5 igual á la diferen 'Ü-l.
de los dos angulu~ agudo:;!,

Ó.o - Al mayor lado corresponde la menor me­
diana.

n.o - La snma de las ]>1'rpelHlicnlar,'s hajada de
lln punto de la hase dc nn tri<Ín¡;nlo i.ósccll'. soure
Jos otros <los lados l'S tilla ('(\lltillad constante, cual~

quiera. que sea el punto elegido.
7.o-¿Qn6 resultan\ si el punto so toma desde la

prolongación de ]¡, hase?
b'. -l.a snma de las perpendicnlan's trazadas de

un plinto inH'l'iol' cualquiera ele un Il'icíl1uulo, sobre
lo tres lados I'S ignal <Í la alt ma dl'l trilíngnlo.

9.0 ¿<'¿né sucederá si se trnznn las perpendicula­
res dt, 1m plinto exterior á 1111 1I'i(ÍIIA'lllo'r

CUADRILATEllOS. lO. - - Los pnnlos medios de los
la'los de un ena(i1·iláto..., son Ins \'érlices de un plt­
ralelugramo. ¿Cutíndo (;'lIHH'ak'logramo es un rom·
bu? ¿Cuándo e un rectÚnf{l1lo'~

11. - La recta qne uno los pnntos medios de las
<Ii,tgouaJes de nn elladrilátNo, pasa plll' el el'nlm d<'1
p 1 alelngn.\lllo CllYOS n:'l'tiC'l's eslÚn l'n los punto
me Ilos de los ladus del euadrilall'1'O.

12, La~ dingonalt:"s de dos pa.ralelogramos, ins­
crito UI/Q en n/m, es dcl'ir, ta.ll'. tIue lus yérliees del
Illll esléll sobre los lados del Ol1'o, se corlan en un
111: ..,1Il0 pllntoo

13. - Demosl.mr: J.' tIu ,'n un redángulo se pue­
de 1 insl°l'iliir pHl'a}elo,g-¡'l\1Il0S ('11

0
' os lados scan res·

pecti\OamclItl' paralelos tí las dja~onall'~ dd reclilll+
gulo; 2,0 qut' el peJ"Ílllctl'o de ('hda 1lI10 de esto' pa­
ralclog-n.UllOS, es igllal á la sunH'L de lus diagonales
d~l rcctÚII~lIlo.

14. Siendo dado uu l'l'el<íngulo y un punto silua'
do en el inl('l'ior de este ("lwdl'll¿-ltl'l'o; si se considera
..al punto dndo ("OIllO Hna hola I1I11Y Jll'tl'll'flC:l Y al perí­
llll'iJ'U del t'eelángulo ('limo una linea ul111<'rial Pl'l'Jloc­
lamente elástie!\, de modo que ClI!lndo la bola \ayaá
chocar en ella, se "erifique que el ángulo de inciden·

i
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da ~t'a iguHI al dt' lt>f!t'XICJlI, l'ncoufr{lr la diJ'et'eión
en Ja ellal t:"~ Iw('("snrio lalli'.•lr la hola para. que
vlll'ha itl pUllto <1(' l'tll'tida, dl'spués de l(Jl'al" á lu:$
(~IIHlro ladus <it'l n·l·lall~lllo. c.l'llÚI sl'J'á la. JUllgituel
del L'Hl1lllto Il'COI ¡-ido 1'01" la hula':'

15. - G CuÚI l'~ (ji polígOIlO l'lI qu~ la ~1111l(.L de los
i\ugulo:; t'~ irtlal Ú ~(j I'{'('tos'?

16, -¿C'llal t':; ('(polígonu j'CgUléu' ellJu ángulo \'i.l·

le 1 j dl' ÚJlgllltl 1celo!'
17 - Jlalhll ....1 állgulu al' ca.da [JolígUI1O regular

ha.la el d" 20 Jadu•.



LIBRO SEGUNDO.

Dc la ('ÍJ'l'UnfCl'cncia del ch·culo.

99) DEFIXICIO.'ES:-La circllltf~r!'1lCiadel c1"C1¡/(¡
e~ una lilll'" plana cuyos pwltos e~(ár, ~quidislantes

de otro ,illlado en su plano, que se llama Cl:Jltro

(Figura ¡6.)

o
(Fignm 77.)

@
()Í?'cIIlo e, la j)L1reión de plano limilada por la

e¡re1111 fl' l'('neia.
U 11 an'o de círcnlo *) E'S nna po1'ei6n A i\l B de

I.'l c:il'ennl'pt'C'lH'ia y la l'ceta J\ n que liga t-'lIs ('\.t1't'­

rnn~ '(\ llama ('t{(')"(la del arC'o. r'na l'uerda <.'01'1'(:\5­

pondo iÍ do (u:cos cuya rC11nió11 fOl'llllt la eireuufe­
ronda.

Se llama I"f{(li~, á toda recta quE' q\ del centro á la
ci11c11nf('I'c11cia, tales on e A y eB.

( .) ~e A.rostnrnhm. 1\ decir, por nbrl;)\'jnción, círcnJo ('n \'PTo (10
tir"l1l1fpn"t1ci l del circulo, así Be dice, B.r¡;O do circulo refinéu­
do:)e t\ h.l huca.



Se llama diámetro á toda 1'IIt'rda II E !I"t' p¡ISa por
el ee11ll'O. ,'egÚn la defJniciÚn, todos los di¡\nll'lros de
tlll(\. mi"ma cil'cl1nfel'en(':i~l ~()n iguales, puesto que
cada uno es dohle del radiO.

L1¡ímase, l'n general, secante á la recIa que corla.
á ia cireunft reneia.

Teorema 52.

lF¡~ura ¡B.)

100)
c/I/.jel (/,

l;¡,a lítiCa recta, l/O pucde UlC01drar rí la cir­
',. tic 1111 círculo W lná de do, }JUl/tos.

Eu erecto, í la n'cla encono
lnnel ci la cJl'clIull'rel1n(l en
más de dos plllll05, ligando
e~lo.'i por nJelCl' al centro,
Ic'ntiríHJHo. ml'h de dos ohlí­
l'lIa~ iguales Il'azauas de uu
plinto á Hila J'ecla Jo que es
,d","'oo. (41).

Teorem, 53.

A B < AD,

A 13 < AC + C B.

A e + en = AD,
pero

Juego

(Figllnt 79.)

101) 1.0 El diámetro es la mayor de las cuerdas
de ulla circunferencia de circalo.

Z.O El diámetro divide en dos lJar/es iguales á la
circwt!r'l'encia y al círculo.

1. - Sca .d n una cuerda que no pasa por el ccnlro
C del círculo; tracemos lo mdíos
e A. C 13, .Y el diámetro A [).

En el triángulo A B C, tenemos



(FigunI so.)

G Emll;TRI \ nE)IE:\T\" 8lJ
------ ------

es deeir, 1" cllerda ,\ n. ~lIe no pa,a 1'0" el centro,
l'S menor <JUl' l'1 di<inH'll'o.

2.° - Corlando en dos pal'!e< la fi~lIra por el diá­
metro A D )' slIperponielldn la A BD <obre la A E D,
de manera 'lile 1'1 diámetro .ea comÚn, todos los
plintos de la ¡"'imera se aplil'an\n sohre todo, los
de 1,\ segunda, pOI' ser e'luidi<tantes del centro e,
Luego, el diámetro cli',ue á la circunferencia J al
círcnlo en do partes igualc..

Dep('ndcncia miltll" de los apcos
y ele la clI('pdas.

Teorema 54.

102) En 1m mismo circulo Ó el< cil'culos igllllles,
ci arcos igullles corre 'POI/den cuerdas igllales, ReéÍ­
proCllmel1le, dos arcos son iglla/es si tienen cuerdas
~lJua/es, siendo los dos menores ómayores qne una semi­
ClrCllI¡jerencia,

Siendo los círculos e A, e' A', iguaJes entre sí, yel
"rco A E 13 igual al
arco A' E' B', las ellcr·
das A B .1' A' S' serán
iguales.

En efecto, superp\)·
niendo el círculo C.
sobre el e', de modo
'lll~ ~ll$ Cl'nll'Os COitL

cidnn r 'l"e el punto
A e ('oloque sobre el
N, las dos CLl'cunferencias coincidirán J el plinto B
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se apliea .obre ,,1 B' 1'01' la i::;lIahlad de los m'eos; en­
I(JIl('('s Ins (,u(,l'das .\ B ,r .\' B', '!UC tienen comUlles
Ja~ exll'C'lllidadt.'s, coineiden tamhién.y son igllales.

R{'dl'rol'{(IIl"l/tl', si lns {(r/'Os ,\ En ,11 ,\' E' B', 1/1"­

1lm'C's 'lile Ul/a .ro,f}mi-,.irrllj~/tT(·nri((, t¡('/len. cuerdas
i,r¡lIah's.\ B = A' B', sl'ráll iljll(/l"" lit,." sí,

En efl'c(o, Jo radius Il<~\ ado~ Ú In...; cxlrf.llllos de
la' tllt.'rdas igllalt.·~. determinan do~ tl'iÚnglllos CB..i,
C' B A', que son iguilles por lencr su lre lados
l'e. pcctjyanH:n1e j~lIaJe"'; luego ]os áng'lIltl- en A y
en A' de eslos Ináu!;lIlos son ignales eull'(' sí. Scn­
lado ('slo, aphqllenJOs el centro e sobre el C' de
modo '1"" el pllulo A 'e a"liqlle sobre el A'; las
do, l'il'c'lIllkn'II('¡aS (,IHUl'Iden y la ('ucl'd¡L .\ B loma
la din"'l""'" de la A B' á callsa de la ígllilldad de los
állglllo••1 = .1', "1 plllllo B ('oillcide con el B', yel
an'o A E Il es Igllal al arco A' E' 13',

Teorema 55,

103) El/ 1111 1/1151110 circulo ó en circulos iguales, si
do.< ""cns son dr'si,lj(/{(ll's !I I/lf'1I0r1'S 'lile l/l/a ,v'11Úcirelln­
II'I'('I/C/II, ('/ ¡¡/(f!l0r <8 sl/btendido ]Jor I{( euerdlt ¡¡¡ayor
y reci}Jl'ocallll'nte

SeRIl los círculos eA, C' jI', IA"¡¡les y además

[H""," 81.) an', JI 13 > arc, A'B'

ú B B l'oll\('mOS sobl'e el

(D/ ~ arC(I IIHlJOl' A Huna
A,./ 'c A' ,~' parte A LJ = A'B', ,í

[¡'al'emos la rcrl,\ Al l,
Sicndo igllales los

(11'('0' A O, A' 13', lo
6LJ'''U HI, cucr das ( 5-1) v J.,>l'OuarcllIOS quc la cuerda
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desde el punto )( 1Í la circunfprencia; 2.· la recln"
Que pnrten del punto )1, ha ta la cir('unfer"lwia 80J}

iguales de do en do ; 3.· con ideradas dos de estas
rectas, la mayor será 8<¡nella cuy.. segundo extremo
se encuentra más di tante del puuto A.

2.· - La mayor y menor distancia l'ectilíllea entre
dos circunferencias interiores (, exteriores, se miden
sobre la recta que Jiga sus centros.

3.o-La mayor y menor de todas las líneas rpctas
que pueden trazarse de un punto á una circunfel'en·
cio., pasan por su centro.

4.· - Si dos arcos A B, e D, de una misma cir­
cunferencia, on iguales, sus cuerdas A B, eD, y las
l'CCtas A e, B D, que unen en cruz las extremidades
de estos arcos, se cortan sobre el mismo diámetro.

Teorema 56.

G

D

A

164) Ell'adio perpl'nclicular ti /lna cuerda divide
4 esta 11 al arco subtendido, en dos pal·tes iguales.

Sea eD, el radio trazado perpendicularmente á la
cuerda A B; uniendo e con A y B,

(Figura 82.) tendremos los dos radios e A, e B,
que son respecto á la perpendicu·
lar dos oblícuas iguales, cuyos pies,
por con iguiente equidistarán del
pié E de la perpendicular, luego
AE = EB.

Biendo E D perpendicular á la
cuerda A B, en Sil punto medio, el

punto D estará también á igual di lancia de A y B;
luego las cuerdas A D, D B erin iguales, y de su
igualdad resulta la igualdad de los arcos A D, D B.
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lOó) ConoL.IJUO 1. - El 1'Il1lro ele un circulo, el
1)lIlltO meelio de 1/11" ele RI/S werr/as .'/ el pllll10 medio
del (Irco }Jor el/a saf,fI'l/(lielo, eslrill sobre ulla mislI'a
líllea recta pe'llf'lldicIIlar á la cllerda.

CCl!110 una Iílll'¡( reela está determinada por dos
puntos, Ó por uu sólo puuto y la condición de ser
perpendicular tÍ unft recta dada, este corolario dá
lugar á los sC'is cllllnriat!os sigllientes:

1.·-EI radio ]Jerpfl/lliclllar á una cllerda, divide
tí esta y al arco saf,felldielo, ell dos pm·tes iguales.

2.·-La pel]H'I/{liclllar trazada por el punto medio
de ulla cuerda, pasa }Jor el centl'o del circulo y pOI' el
PUlltO medio dd arco por el/a sll14elldido.

3.·-La pe¡pClleliclllar trazada dd pl/I/to medio de
tm arco, sobre su caerda, la diride en dos partes
iguales y pa a por el celltro (lel círculo.

4.'-El radio 'Jlle liga el ]JI/Ilto medio de una cuerda,
le es pe'pelldirular y (liriele en dos partes iguales al
al'CO subiCl/dido,

5.·-E/ radio 'Jue vá al pl/I/to medio de un a1'co,
divide ri la cl/erda de este arco en dos partes iguales
11 le es pelpelldiclllm'.

6."-La líllea "ecta determinada por los puntos
medios de uu arco y de su cuerda, pa a por el centro
del circIIlo y es pflpel/dicular á la cuerdo.

106) COROLARIO II. - El lugar geOlnétrico de los
plllltOS medios de las cuerdas de 1m c¡"culo, parale.
las iÍ IIIla l'ecta dada, es el eliámetro perpendicular
tí esta lillea.
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Teorema 57,

107) Tres plllltns f/Il- 110 cstrin ell lIlIM recta,
deterlllinan IlIIa rirclIn,frrellcia d, circlllo.

Sl"'an A, B e, tL'es pnnto~ que no ('c;.tiín en Iíll(':l l'C"da;
tl'tlt'emns las nl('tns .\ B. ne y 1¡'VHn-

(figOlra ~3) (('IllO. en lo puntos mt'(llflS n. E.
p<'l"pendicnlarps <Í. estas n'l. a"i. E:-..lH5

e 'H'l'ppndiclllares S(' cnrl!:'!l'{l11 pn tlli

o E 'J11nto O. PUl':-' si ellas flH'l'an 1':\1':\-

lelas, C0l110 dos para!t'las ti"IIl'n sn
8 per¡wndicnlar comÚu, las r('('las .\ B

o ." H U estarían en la pl'()lon~¿ l'ilJlI
t- de una de ellas y los trl'S pnulns

\, B. e, e"larian en linea rt'l'l<t lo
que e contra la hipótesis.

El plllllo 0, e tá silnado á igual distaneia de lns
plintos A, B, por pertenec r ¡[ la lll'rpendiclllar
levautada en el punto medio de AH; 1'01" igllal razón,
está á igual distancia de los plintos n, C. Por
consiguiente, el punto O equidista de los (¡'CS ]lnnto.
dados y es el centro dc una cirellnfercnein que
pasa, por estos tres puntos, Esta cil'cun!'t'J'('neia es
Úlliea, pué el punto O. encuentro de las 1"'I'pendi­
eulares DO, E O, es el Único del plano cll,yas clis­
tancia á los tres puulo dados son ignale cntre sí.

108) COROT~.\RlO,-Dos circullfermcias de cÍ1"
culo quc ticncn trcs puntos comunes, coincidell.
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O<'II"I1<1<'l1l'ia IlIl'Jlua <1<' las IOllfjilull<'s de las
clH.'l'das y titO sus di:-..I'IIH'i:ts ni <-<'ni 1'0.

. 84.)I Fi~

IlJ.:FI.·rllll.·ES. SI' llallla SI'CO/lli' á toda línea
l"ll'la 'lile Ill'lle dus pllllloS (;(111111­

n~s ('l)ll lIoa ein'l1l1fl'J't'u<'ia. ~\:--I.

l'l.l'l'('la :\1 ~. qllP lil'¡te los pllllltl:"

A, n, ('OIJllllll'S (,'dn la cireHu1el'l'll·

da e, l'o; 11 la S('l'anle.

Cuando la. l"t'('la ['ro 1Hl!!adit !lO

tiene más fll1l' llll pwtfo ('OllllÚl ,'( :t

la. C'j¡'l'\llJii.'l'l'lH' in. 1il'lle el 1101I1ill'c

<.le 10l/grllr. l*) 1',lt, plinto '" Jlama )JlIlllo de walaclo.

Teorema 5R.

8)H ../ B
0'

. O.,
c

85.)\ Fi~urn

lO!)) EII 1111 rÍ1"fl/la ó en círclllos igllales: L' las
cl/erllas 'igl/lIll's I'fjl/idislal/ del cellllo; 2.' de dos cua­
dus drsi.fJllal"s, la lIlayar es la 111(;8 ctrcmllL al c('1I11·0.

1.' - ¡:)pan ¡\]l, () D. d"s cltl'l'das iguales de la
cirC'lln!'eI'Cnl'ia O. Tl'C:tl'cmos del
el'ntl'o 0, las pcrpcndicularcs O 11,
O .K, á las cuerda, y los radios
que cont'lIl'1'en ti los eX ll'l'l11 os

13, D. Los triángulos () 11 B, () K l'
asi formados, son igtlalL'~, pOl' Sl\l'
rectángulos y lenCr las "¡pole'llusas
O B = O D. por r¡ulius de la lllis­
nUl. circnnfel'ellt'ia,)' Jvs cnletos
Jl 13 = K D, porque la IWI'pcndicular á una cuerda

( .. ) La verdadera definición de la tangente (>8 la siguientl:
La tangente l'8 In posición liwito que lOina la secante cuando

gir.ulll0 al rcdl'dor de uno do los plltltOS CODlunes con la circuo­
ferenda, ~I sCJ;"lIl1do &0 vueh'e contigl1o al primero.
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traza<1a <1el e('nlro, la <1i\'i<1e ('n <1os partes ignales.
De la 19'1laldnd de e~tns triángulos, l'e::;ulta

o Il = () ¡.:,

pero O 11. O K, mi<1en las <1istancias <11' las cuerdas
al l'l'lIll'lI r lU( 1)"0 lns cuerdas i!!lIalc' eqlli{-~i,;taD, .. o' ,.
del cCIIlru,

2." _. S('an las cuerdas
(Figltr:l ~hL)

AH> CD

Tomemos ,obre el arco ,~B,

una porciÓn

AE = CD,

trazando la ('11 ('1'<1 a A E, qne por
ser igual Ú la e D l'~tan\ á ¡,gua}

distancia del centro. Sentado eslO, tracemos la
perpcndicul,u' O 11 á la cller<1a A n y la () K' á la
A E. Esta Üllima, enCllentra tÍ Ja cnerda. A ti en un
punto 1, formanoo un I.ri<lngulo 1110, donde se tiene

10>UII.

Con mayor razón

1O + I K' > O IT,

ó lo qlle es lo mismo

OK > OH,

y la cuerda mayor A B está á menor di k'\ncia del
centro 0, qne la cuerda menor CD.



93

(FigUrH Si.)

110) ESCOLlO. - Las recíprocas de las proposi­
cic",,'s preceJcntc, son yerdaJerll8 y se establecen
por reJucción al ahslu-<lo.

111) COROL.IllIo.-La menOr de todas las enerdas
de una circunferencia q1le pasan por 1In }Junto
iuterior. e l,t perpentlieular al radio que pasa por
didlO punto. y la mayor, el tliámetro COI'l'e.spon­
diente.

Teorema 59.

112) 1.0-L" ¡lt'll,rndieular trazado á 1m radio,
en sa c.rtrelllidad. "s tallgellte á lo eirelll((' rCllcia.

2.° - R('("Íprnl'alllente, tnda linea recta tangente á
una cirCIII((cTencill, es perpelldicu­
l"r 111 radio qlle pasa por el plluto
d,' colllrteto.

1.0 - Por el pllnlo A. lra(,l'nlos 9-"7"-í~"""+­

la pl'l"pl'ndicular B e al radio () .\,
la cual será tangente á h, W'CUI1­
fl'rcneia.

En efecto. la tlistan('ia O D, del
cenlt·o {¡ 1In punlo cualquiera D
de la r(,l'la B L', di rl'l"l' nle del A,
será ohlí{,tUl Ü. esta. I'l'cta y por (anto l!layo,' qne
la pl'rl"'IHlil'ulnr () .\. LIIl'l(o. los puntos n s('n\ll
{'xteriol'es el. la l'il'('lInfl'l'en<:ia y la rc('la B O 010
liel1(\ ('lHllt'In eon ('~ta el punto A.

2.o-lt4'\'lll1·llrumcnte, si lu recta 13 e lora á la
cirf"lll(frrcncill en d [Junto A, es pellJcndic'/flar al
,.1Ic1io () .\.

En erec·to, siendo por hijJúte,is, toJo punto D
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(lifl'rl'nll" dl"1 A, l""lcrior á In cirrunf"I'l'IH'ia, pI radio
0 ..1 l'5 In. línea. lllás corta qlW SP plll'dt' tl'ilZH.l' uel
CCnl1'O () Ú la lllngcnle Be.

113) COROLARlO 1. - Por un PUIHO de unp rir·
cnnfl'l'C'ul'ia, no se puede trazar mas qne una tan­
g ntl' á la CUl"nL

11-1) COROL.\IlIO n. - La lan!!,cnl<' ps ]lamIda
á lo(hs las cuerdas que pI di,\mell'O que IHl'a por
el punlo de contaclo di"idc en dos parles ignale,.

Teorema 60.

(Figura 88.)

• _/"'-'TA""",:--G

E

e

o

B

o

lló) Dos rectas paratelas interceptan arcos iguales
de l/na cir(,//II/rrencill de rírculo.

Tl'l's casos pucden prl'senlarse: 1.° qne las d, B

recIas paralelas sean ecanl,'s; 2.° qne sl"an tangen
tes; 3.° que nna sea langenl!' y la otra ,,·('anll".

1.0- Si B C, )) l~, 'lm las dos
reclas secantes pamlclas enlt'e
sí, el ,lilÍll1('I"(j A [[ qn!' jes es
perpelldinda'" di"ide en dos
parles igualt's Ú los m'('OS B A e,
D A E, snhll"ndidos por estas
rerlas.

Enlonces, l'1 arco B A es ignal
al an'o A e, y el m'co A D es

igual al arco A E, luego:

m'c, A D - m'c. A B = arco A E - arco A e
pero

arc, A D - are. A B - m'c, B D,
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are, AE - arc, Aü = 1\1", CE,

a"c. 13 [) = a'·e. E.
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2,··-Si las dos rcl'!as F n, 1\ L, <on tangentes y
ptll'nlt'las entre si, el diÚn1l'll'O pl'l'pcntiiC'ular iÍ. ('. las
dos rcelas, pasa Jlor sus puntO dc contacto A y 11,
lu("go

arco A BI! = alC. ,\ C 11.

3..-5i una de las dos rcetas paralelas es la
secante Be j' la otra la lan.~ente F G. pi I'allio tr'nza·
do dcl punto de eonlaeto A, es perpeudieulm á la
t;mgcntc .1' á su paralela, lu~go di vide al arco BA C
en dos ]JIU'les iguales,

arc. A B - arco A C.

Ejercicios.

¡"-¿Cuál es el lugar g,'ométrico de los puntos
modios de las ('IlPI,das iguales en una circunferen­
cia de ,'írl'ulo dada?

2.° - 'I"'aZ¡\1' Ilor un punto dado, Hna circufcren­
cin. de círrulo que toque á una recta cn un punto
deterlll iuado.

3.0 -'r,'aZ1U' por dos punto dado, una circunfe­
rencia que toque á IIna rertn paralela á la deter­
minada por los dos puntos.

4.0 -lJescribi,· una cir(,lInferencia que intercepte
cuerdas d" la misma longitud dada, sobre dos rcclas
paralelas.



--------
1\0 - L¡lS rt'clas qut' lIncn las extremidades de

do,; clIl'nla,; paralelas, s(' l'ort,ul sobre el diúmetro
Jll'q¡C1Uliclllar á estas cuerdas.

Condicione del I'onlacto y de la intersecciones
de dos cÍJ'Culos.

DEFI:<JCIÓ:<. - Dos circllnrl'n'nCta,; son tallgelltes
en un pllnlo comÚn, cuando tienen la misma tan­
gente en dicho punto.

Teorema 61,

(Figura SO.)

."

/

....

A' '-..~.
c'-'4H"---~~ ..

'--/F

116) 8i dos cincullferencias se eortall, la rect" que
ulle SI/S centros es .pe¡pelldiclllar á la cuerda e01nlÍll,

JI la di1'ide ell dos partes
igllales,

Sean OA, O' A', las
dos circunfcl'cncias que
se cortnn en los puntos
E, F. 'J'ra.~ando la recta
qne lIne los centros
G, e', ('sta recia que
tiene dos I'"nlos equi­
distantes de los extre-
mos de ln cllcrda comÚn
E F, es perpcndicular á
esla rccta y l¡l divide
en dos partes iguale

(117), '90ROL \ Rro. - Cualldo dos circullfercllcia~
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